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Introduccion

La matematica, como lenguaje universal de la ciencia, desempefia un papel
fundamental en el desarrollo de modelos que explican fendbmenos naturales,
sociales y tecnoldgicos. En este contexto, el calculo diferencial e integral, junto
con las ecuaciones diferenciales, son herramientas esenciales para la
modelacién y solucion de problemas complejos en diversos campos del
conocimiento. Este libro, elaborado como parte del programa de Maestria en
Matematica, mencion Modelacién y Docencia, ofertado por la Universidad
Técnica Luis Vargas Torres de Esmeraldas (UTLVTE) a través de su
Vicerrectorado de Investigacién, Innovacion y Posgrado y la Direccion de
Posgrado, responde a la necesidad de formar profesionales con habilidades

avanzadas en estas areas.

El propdsito de este texto es proporcionar a los estudiantes de la maestria un
recurso integral que combine fundamentos tedricos con aplicaciones practicas,
utilizando tanto enfoques analiticos como herramientas computacionales. En un
mundo donde la resolucién de problemas complejos demanda competencias
interdisciplinares, este material busca consolidar el dominio del calculo
diferencial, integral y las ecuaciones diferenciales como pilares para el analisis y

la solucién de problemas en contextos cientificos e ingenieriles.

El contenido del libro esta estructurado en cuatro capitulos, cada uno disefado

para facilitar el aprendizaje progresivo:

e Calculo diferencial y sus aplicaciones: Explora los conceptos
fundamentales del calculo diferencial y su utilidad en la modelacién de

fendmenos relacionados con la optimizacion y las tasas de cambio.

e Cadlculo integral y sus aplicaciones: Aborda el calculo integral como
herramienta para la acumulacion y el analisis de series y sucesiones,
aplicandolo a problemas como la determinacién de areas, volumenes y

acumulaciones.

e Ecuaciones diferenciales: tipos y caracteristicas: Introduce los conceptos
basicos de las ecuaciones diferenciales, sus clasificaciones y métodos de

resolucion, proporcionando un puente hacia su aplicacion practica.

XiX
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e Aplicaciones de las EDOs al modelado de sistemas: Profundiza en la

utilidad de las ecuaciones diferenciales en la modelacion de sistemas
fisicos, biolégicos y econdmicos, destacando su relevancia en la

simulacién y prediccion de comportamientos complejos.

Cada capitulo incluye ejercicios resueltos y propuestos, disefiados no solo para
reforzar los conocimientos tedricos, sino también para desarrollar habilidades
practicas en el analisis y solucion de problemas reales. Ademas, se integran
herramientas computacionales que permiten a los estudiantes explorar enfoques

modernos Yy eficientes en la resolucion de problemas.

Este libro pretende ser un recurso valioso para los estudiantes de la maestria,
fomentando no solo el aprendizaje, sino también el pensamiento critico, la
creatividad y la capacidad de aplicar conocimientos matematicos en escenarios
diversos. Invitamos a los lectores a sumergirse en este viaje académico vy
profesional, donde la matematica se convierte en una herramienta poderosa para

comprender y transformar el mundo.
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Prologo

La matematica, a lo largo de la historia, es una herramienta indispensable para
desentrafiar los misterios de la naturaleza y desarrollar tecnologias que
transforman nuestra sociedad. Entre sus ramas, el calculo diferencial, integral y
las ecuaciones diferenciales han desempenado un papel crucial en la
modelacién de fendmenos dinamicos y en la resolucion de problemas que
abarcan desde el ambito cientifico hasta el ingenieril. Este libro, titulado
Aplicacion del Calculo Diferencial e Integral y de las Ecuaciones Diferenciales,
ha sido concebido como una respuesta a las necesidades formativas de los
estudiantes de la Maestria en Matematica, mencion Modelacién y Docencia,
ofertada por la Universidad Técnica Luis Vargas Torres de Esmeraldas
(UTLVTE).

La obra que el lector tiene en sus manos surge del compromiso de la UTLVTE,
a través de su Vicerrectorado de Investigacién, Innovacion y Posgrado, y la
Direccion de Posgrado, por promover una formacion académica de excelencia,
orientada al desarrollo de competencias avanzadas en el uso de herramientas
matematicas para el analisis, modelacion y solucion de problemas complejos.
Este libro no solo proporciona un compendio de conceptos y técnicas, sino que
también enfatiza su aplicabilidad en contextos reales, combinando enfoques
tedricos con recursos computacionales que potencian el aprendizaje y la

investigacion.

Estructurado en cuatro capitulos cuidadosamente disefiados, este texto integra
fundamentos y aplicaciones de manera progresiva: desde los principios basicos
del calculo diferencial e integral hasta la aplicacién avanzada de las ecuaciones
diferenciales en la modelacion de sistemas. Cada capitulo se enriquece con
ejercicios resueltos y propuestos, que no solo consolidan el conocimiento tedrico,
sino que también desafian al lector a desarrollar su capacidad analitica y resolver

problemas reales en areas como la fisica, la biologia, la economia y la ingenieria.

En un mundo caracterizado por la creciente complejidad de los desafios
cientificos y tecnoldgicos, este libro aspira a ser una guia para quienes buscan
no solo comprender los conceptos matematicos avanzados, sino también

aplicarlos en la solucién de problemas concretos. La inclusién de herramientas
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computacionales refleja la necesidad de formar profesionales que puedan

integrar tecnologias modernas en su labor académica y profesional.

Finalmente, esta obra es el esfuerzo colectivo de un equipo comprometido con
la ensefianza y la investigacion de excelencia. Su elaboracion refleja el espiritu
de colaboracién entre docentes, estudiantes e investigadores que comparten la

pasion por las matematicas y su impacto transformador.

Invitamos a los lectores a recorrer las paginas de este libro con una actitud
curiosa y reflexiva, conscientes de que cada ecuacién resuelta, cada concepto
aprendido y cada modelo desarrollado representa un paso hacia un

conocimiento mas profundo y una contribucién significativa a la sociedad.

podll
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Limites y Continuidad

1.1. Limites y continuidad

El concepto de limite de una funcién es fundamental en el calculo, ya que permite
describir el comportamiento de una funcion cerca de un punto dado, facilitando

el estudio de la continuidad y la derivabilidad de la funcién.

1.1.1.Definicion de Limite

El limite de una funcion f(x) en x = a se define formalmente como:
limf(x) = L

siempre que los valores de f(x) se acerquen a L cuando x se aproxima a a desde
ambos lados, es decir, tanto desde la izquierda como desde la derecha. En
términos mas intuitivos, esto significa que la funcién se estabiliza alrededor de

un valor especifico a medida que nos acercamos a un punto determinado.
El concepto de limites laterales se expresa como:

lim f(x) =L (limite por la izquierda)
. _ Xo
xll)rgof(x) =L= lim f(x) =L (limite por la derecha)
X—>Xg

Representacién grafica del concepto de limite lateral.

Tabla 1

Comportamiento de la funcién cuando x se aproxima a ciertos puntos.
x f(x) x f(x)

1.0 2.000000 3.0 8.000000

1.5 2.750000 2.5 5.750000

1.8 3.440000 2.2 4.640000

1.9 3.710000 2.1 4.310000

1.95 3.852500 2.05 4.152500

1.99 3.970100 2.01 4.030100

1.995 3.985025 2.005 4.015025

1.999 3.997001 2.001 4.003001

Nota: Autores (2026).
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Figura 1

Representacion grafica del concepto de limite lateral

Nota: Autores (2026).

El limite puede ser evaluado utilizando diversas técnicas, incluyendo la
sustitucién directa, la factorizacion, el uso de conjugados y la regla de L’Hépital
en casos de indeterminaciones. Ademas, el concepto de limite es esencial para
la definicién de continuidad y derivadas, estableciendo asi la base para el estudio

del calculo diferencial.

1.2. Continuidad

El concepto de continuidad en una funcion es crucial en el estudio del calculo
diferencial, ya que describe el comportamiento de la funciéon en un intervalo

determinado y su capacidad de ser derivada en puntos especificos.
1.2.1.Definicion Formal de Continuidad

Una funcion f(x) es continua en un punto x = a si y solo si se cumplen las

siguientes tres condiciones:
1. La funcién esta definida en el punto: f(a) debe existir.

2. Existe el limite de la funcién en el punto: lim,_,,f (x) debe existir.

Aplicacion del Calculo Diferencial e Integral y de las Ecuaciones Diferenciales



Calculo Diferencial y sus Aplicaciones

3. El valor de la funcién coincide con el limite: lim,_,,f(x) = f(a).

Si una funcion es continua en cada punto de un intervalo I, se dice que es

continua en el intervalo /.
1.2.2.Interpretacién Geométrica de la Continuidad

La continuidad de una funcion significa que su grafica no tiene interrupciones,
saltos ni huecos en el intervalo de estudio. Es decir, si una funcién es continua

en un intervalo, se puede dibujar su grafica sin levantar el l1apiz del papel.
1.2.3.Ejemplos de Continuidad

Ejemplo 1: Una funcién polinédmica continua

Consideremos la funcion:
f(x) =x*+3x+2

Figura 2

Representacion gréfica - Continuidad funcién polinémica.

Nota: Autores (2026).
Dado que es una funcién polinémica, es continua en todo el conjunto de los

numeros reales R, ya que las funciones polindbmicas son siempre continuas.
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Ejemplo 2: Funcién con una discontinuidad removible

Sea la funcion:

x2 —4 )
f)y=4{%—2" *7%
3, x =2

El problema surge cuando comparamos el valor de la funcion f(x) en x = 2

con el limite de la funcién cuando x — 2.
Paso 1: Calculo del limite cuando x — 2

Dada la funcién:

3 x2—4
f) =——
Factorizamos el numerador:
_(x=2)(x+2)
fO) ="—=5

Cancelamos el término comun:

f(x)=x+2, parax+2
Entonces, el limite de la funcién cuando x — 2 es:
limf(x) =2+2=4
xX—2

Es decir, la funcion tiende a 4 cuando nos acercamos a x = 2.

Paso 2: ;Estéa definida f(2)?

Si evaluamos directamente f(2) en la expresion original:

24 _4-4_0
= =— n rminacion.
2-2 0 o ‘ndeerminac

f2)=

Por lo tanto, f(2) no esta definida en la funcién original.
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Sin embargo, si redefinimos manualmente que f(2) =3, estamos

estableciendo un valor arbitrario, que no coincide con el limite. En este caso:
e Ellimite de f(x) enx = 2 es 4.

e Elvalor de f(2) se define como 3, pero no es coherente con la tendencia

de la funcién.

Figura 3.
Representacion gréfica - discontinuidad removible

Nota: Autores (2026).

Dado que lim,._,, f(x) # f(2), la funcidon no es continua en x = 2. Sin embargo,

si redefiniéramos f(2) = 4, la funcién seria continua.

Ejemplo 3: Funcion con una discontinuidad de salto

Consideremos la funcion definida por partes:

()_{x+1, x <2
X)) = w222 x>2

Paso 1: Evaluamos los limites laterales en x = 2
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Limite por la izquierda:

limg(x)=2+1=3
xX—27
Limite por la derecha: lir%g(x) =22-2=2
X—

Figura 4
Representacion grafica - discontinuidad de salto.

Nota: Autores (2026).

Dado que lim,_,,-g(x) # lim,_,,+g(x), los limites laterales no coinciden, por lo

que g(x) tiene una discontinuidad de salto en x = 2.

Ejemplo 4: Funcién con una discontinuidad infinita

La funcion: h(x) = —
x-3
tiene una discontinuidad infinita en x = 3, ya que:

. L
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Figura 5.

Representacion grafica - discontinuidad infinita

Nota: Autores (2026).
Dado que los limites no son finitos ni coinciden, la funcién tiene una

discontinuidad infinita en x = 3.
1.2.4.Tipos de Discontinuidad

1. Discontinuidad removible: Ocurre cuando el limite de la funciéon en un
punto existe, pero la funciéon no esta definida en ese punto o su valor no

coincide con el limite.

2. Discontinuidad de salto: Sucede cuando los limites laterales existen, pero

no son iguales.

3. Discontinuidad infinita: Se presenta cuando al acercarse a un punto la

funcion tiende a oo 0 —oo.
1.2.5.Ejemplo de Aplicacion en la Vida Real

Caso 1.

Un caso practico del concepto de continuidad ocurre en la termodinamica,
cuando se analiza el cambio de temperatura de un material con el tiempo. Si un

material se calienta gradualmente, la funcion que describe su temperatura es
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continua. Sin embargo, si se sumerge en agua fria de manera abrupta, su

temperatura experimenta una discontinuidad de salto.

Caso 2.

Imaginemos un sistema de tuberias donde fluye un gas o liquido. La ecuacion
de Bernoulli describe la conservacion de la energia en fluidos en movimiento:

1
P+ Epv2 + pgh = constante

Si una valvula se cierra abruptamente en x,, la presion P(x) experimenta una
discontinuidad infinita debido a la acumulacién instantanea de fluido en un lado

de la valvula y la falta de presion en el otro:

Peo = X — X

Esta ecuacion muestra que la presion tiende a o en x,,, generando una onda de

choque en el fluido. La gréfica es similar a la mostrada en el ejemplo 3.
1.3. Indeterminaciones y Métodos de Resolucién

En muchos casos, al evaluar un limite directamente, obtenemos una expresion
que no tiene un valor definido, lo que se conoce como una indeterminacion.
Existen diferentes tipos de indeterminaciones y métodos para resolverlas

correctamente.
1.3.1.Tipos de Indeterminaciones

Los casos mas comunes de indeterminaciones en calculo son:

[ ]
olo

(Forma de indeterminacion mas comun en limites).

(Cuando el numerador y el denominador tienden a infinito

simultdneamente).
e 0 X oo (Un factor tiende a cero y otro a infinito).
e oo — oo (Diferencia de dos valores infinitos).

e 0°,1%,000 (Potencias indeterminadas).
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Cada una de estas formas requiere un método especifico para su resolucion.

1.3.2.Métodos de Resolucion

1.3.2.1. Factorizacion y Simplificacién

Si la expresion del limite presenta una fraccién algebraica, podemos intentar

factorizar y cancelar términos comunes.

x%-4

Ejemplo: }grzl o

Factorizamos el numerador:

(x—2)(x+2)
x—2

Cancelamos el término comun y evaluamos:

limx+2=4
x—2

1.3.2.2. Racionalizacion

Se usa cuando hay raices en el numerador o denominador.

Ejemplo:
o Vx+1-1
lim————
x—0 X

Multiplicamos por el conjugado:

WFFI-DEFFI+1)
x(Vx+1+1)

Aplicamos la identidad (a — b)(a + b) = a? — b? en el numerador:

x+1-1 x
x(\/x+1+1)_x(\/x+1+1)

Cancelamos el x en el numerador y denominador:

1
vx+1+1
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Finalmente, evaluamos el limite:

1 1 1

li = =
xl—r>r(1),/()+1+1 1+1 2

1.3.2.3. Regla de L’Hépital

. . .y 0 .
Cuando obtenemos una indeterminacion de la forma 5 o g derivamos numerador

y denominador por separado.

Ejemplo:  lim —
X

—o0 e¥
Derivamos numerador y denominador:

li ! 0
x1—>r£10€x_

1.3.2.4. Evaluacion de la Indeterminacion g

Cuando tenemos la indeterminacion g es importante analizar la tasa de

crecimiento de las funciones en el numerador y denominador. Existen tres

posibilidades:

¢ Sielinfinito del numerador crece mas rapido que el del denominador, el limite

€es +oo.
¢ Si el infinito del denominador crece mas rapido, entonces el limite es 0.

e Siambos crecen con la misma rapidez, es necesario encontrar la relacion de

proporcionalidad entre ellos.

Para ilustrarlo, consideremos funciones racionales. Sean P(x) y Q(x) polinomios

de grado m y n respectivamente:

" P(x) . amx™+-+ag
st Q(x) Pt bp,x™ + -+ by

Para determinar el resultado, aplicamos la siguiente regla:

e Sim > n, el numerador crece mas rapido que el denominador, por lo que el

limite es t+oo. El signo dependera de la divisidn de los términos principales
de P(x) y Q(x).

Aplicacion del Calculo Diferencial e Integral y de las Ecuaciones Diferenciales 2L 112



Calculo Diferencial y sus Aplicaciones

e Sim < n, el denominador crece mas rapido que el numerador, lo que implica

que el limite es 0.

e Sim = n, ambos términos crecen con la misma rapidez y debemos calcular

la constante de proporcionalidad:

lim =—
X—00 bnxm bn

donde a,, y b,, son los coeficientes principales de P(x) y Q(x).

. - ;o . 4x342x+1
Ejemplo: Evaluemos el siguiente limite:  lim ————
x—o00 X>+5x+7

Aplicamos la regla mencionada: - El grado del numerador y el denominador es

el mismo (m = n = 3). - Los coeficientes principales son a,, =4y b, = 1.
Por lo tanto, el limite es: % =4

1.3.3.Crecimiento Comparativo de Funciones y Limites Notables

Para analizar el comportamiento asintético de diferentes funciones,
consideremos la jerarquia de crecimiento de las funciones exponenciales,
polinomiales y logaritmicas.
Comparacion del crecimientode y = a*, y =x"yy = log,(x).
Observaciones sobre el crecimiento. Se observa que:
— Para x - oo, las funciones exponenciales a* crecen mucho mas rapido
que cualquier funcion polinémica x™, y estas, a su vez, crecen mas rapido

que cualquier funcién logaritmica log,(x). - Es decir, la jerarquia de

crecimiento en el infinito es:
a* > x" > log,(x), paraa>1,n€eN,x>0.

— Esta relacién de crecimiento nos ayuda a evaluar limites que presentan

indeterminaciones del tipo g
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Calculo de Limites

Figura 6

Comparacion del crecimiento de funciones notables.

Nota: Autores (2026).

Apliquemos estas observaciones para calcular algunos limites comunes:

Como 2* crece mucho mas rapido que In(x), el limite tiende a infinito:

2x
e =%

In(x?+1)
eX

2. limy_,

Sabemos que e* crece mas rapido que In(x), por lo que el limite es:
q p1do q p q

 In(x?2+1)
lim ——= =

X—00 eXx

0.

. 2%
3. lim,_ =

Como 2* >» x2, el limite tiende a infinito:

Zx
lim — = 00,
X—oo X
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4. 1 x
. m —_—

Como x? > In(x), el limite tiende a infinito:

x2

e =%

3
. x°+1
5. lim,_e——

Dividimos por la mayor potencia de x:

X+
lim = limx“ +—.
Como x? — oo, el limite es:
0.
. x—3
6. lim,_ -
Como x° > x, el limite es:
I x—3 I X 3 I 1 3 0
1m =lim—--=1Im——=
X—00 x5 X—00 x5 x5 X—00 x4 x5

Por tanto, el analisis del crecimiento de funciones nos permite evaluar limites sin
necesidad de aplicar la regla de L’Hdpital en muchos casos. La jerarquia a* >»
x™ > log,(x) es una herramienta clave en el estudio de limites en calculo

diferencial.
1.3.4.Propiedades de los Limites

El calculo de limites se simplifica considerablemente mediante el uso de ciertas
propiedades fundamentales. A continuacion, presentamos las principales reglas

gue nos permiten operar con limites de manera algebraica.
1.3.4.1. Propiedad de Linealidad

Si existen los limites de f(x) y g(x) cuando x tiende a un valor a, y sean cy d

constantes, entonces:

lim (cf (x) + dg(x)) = climf(x) + dlimg (x).
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Ejemplo:

}Ci_rg(sz +2x—1) = Siiiréxz + Ziizgx — }Ci_r)rél.

Evaluamos cada limite individualmente:

5(32)+2(3)—1=45+6—1=50.
1.3.4.2. Propiedad del Producto

lim(f(x) - g(x)) = limf(x) - limg (x).
Ejemplo:

}Ciir%(xz - sinx) = }Ci_rgxz -)lci_r)r%sinx.
Evaluamos:
(22) - sin(2) = 4 - sin(2).

1.3.4.3. Propiedad del Cociente
Si lim,_,g(x) # 0, entonces:

f)  limf(x)
ag()  limg(o)

Ejemplo:

Factorizando el numerador:

x—Dxx+1)
m :
x-1 x—1

Cancelamos x — 1 y evaluamos:

limx+1)=1+1=2.
x—-1
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1.3.4.4. Propiedad del Limite de una Potencia

Si existe lim,._,, f (x), entonces:
lim (f ()" = (lim f ()"
Ejemplo:
}Ci_rg(xz +3x)3 = (}Ci_rg(xz + 3x))3.
Evaluamos:
(4% + 3(4))® = (16 + 12)3 = 283,
1.3.4.5. Propiedad del Limite de una Raiz

Si existe lim,_,,f(x) y n es un entero positivo, entonces:

lim \/f (x) = "/}Ci_{{llf (x).
}Ci_rg\/x +7= /}Ci_rg(x + 7).

Vo +7 =416 = 4.

Ejemplo:

Evaluamos:

1.3.4.6. Propiedad del Limite de una Funcion Compuesta
Silim,_,g(x) =L ylim,_, f(x) existe, entonces:
limf(g(x)) = f (limg(x)).
xX—a X—a
Ejemplo:
limsin(x? + x).
x—1
Evaluamos primero el argumento:
lim(x?2+x)=12+1=2.
x—1

Por lo tanto:
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lirr%sin(x2 + x) = sin(2).
X—

1.3.5.Asintotas de una Funcion

Las asintotas representan comportamientos limite de una funcién cuando x se

aproxima a ciertos valores (finito o infinito). Existen tres tipos de asintotas:
— Asintotas Verticales
— Asintotas Horizontales
— Asintotas Oblicuas

1.3.51. Asintotas Verticales

Las asintotas verticales aparecen cuando la funcion crece o decrece sin limite al

acercarse a un valor especifico de x, es decir:

limf(x) = too.

xX—a

Para encontrar asintotas verticales, se deben analizar los puntos donde el

denominador de una fraccion racional es cero y no se cancela con el numerador.

Ejemplo:

1
fx)=—

x—3

Analizando el denominador x — 3 = 0 = x = 3, que genera una asintota vertical.

Graficamente, f(x) se acerca a +oo cuando x — 3.
1.3.5.2.  Asintotas Horizontales

Las asintotas horizontales describen el comportamiento de la funcién cuando

x — too, es decir:
limf(x) =L, o lim f(x)=L.
X—00 X—>—00

Si existe un numero L, la funcion se estabiliza en ese valor a medida que x —

too.
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Ejemplo:

2x
x+1

f(x) =

Dividimos numerador y denominador por x:

I 2x I 2
ergx+1_erg1 1
Tx

Como i — 0 cuando x — oo, tenemos:
lim f(x) = 2.
X—00

Por lo tanto, y = 2 es una asintota horizontal.

1.3.5.3. Asintotas Oblicuas

Si la funcion no tiene asintota horizontal y el grado del numerador es mayor en

exactamente un grado al del denominador, la funcién posee una asintota oblicua.
Para encontrarla, realizamos la division de polinomios.

Ejemplo:

x> +x+1
x

f&) =

Dividimos x? + x + 1 entre x, obteniendo:
1
f)=x+1+ =

1 , .
Cuando x — oo, o 0, por lo que la asintota oblicua es:

y=x+1

1.4. Derivada y Razones de Cambio

La derivada es uno de los conceptos fundamentales del calculo diferencial. Su
interpretacion geométrica y su aplicacion en problemas de variacion y

optimizacién la convierten en una herramienta esencial en multiples disciplinas.
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1.4.1.Concepto de Derivada a partir de una Recta Secante

Para entender la derivada, consideremos primero la pendiente de una recta
secante a una curva. Dada una funcion f(x), la pendiente de la secante entre
los puntos (x, f(x)) y (x + h, f(x + h)) se obtiene mediante la razén de cambio

promedio:

_fG&+h —f)

secante — h

Cuando h — 0, la recta secante se convierte en una recta tangente, cuya pendiente es la

derivada de f(x):

 fxeth)-fx)
A
En la grafica se observa:

e La curva negra representa la funcion f(x).

e Larecta secante azul conecta los puntos P(a, f(a)) y Q(a + h, f(a + h)).

e La recta tangente roja muestra la pendiente en x = a.

e Las lineas auxiliares verdes indican la diferencia en x y y para la

derivada.

Figura 7.

Formacién de la derivada como un limite; x=a

Nota: Autores (2026).
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1.4.2.Definicion Formal de la Derivada

La derivada de una funcién f(x) en un punto x se define como el siguiente limite:

fx+h) —f(x)
- :

, :
x) = lim

f'(0) = lim

Esta expresion representa la razon de cambio instantanea de f(x) en x, es decir,

la pendiente de la recta tangente a la curva en ese punto.

Ejemplo 1: Calculo de la Derivada mediante el Limite. Encuentre la ecuacién

de la recta tangente a la funcién f(x) = % en el punto (3,1).

Solucioén: La pendiente de la tangente en x = 3 se obtiene con el limite:

f@+h)—f(3)

m=jm =y
Sustituyendo f(x) = z:
3
-1
m=lim3+th
h-0
. 3—=0B+h) —h
= lim =

M hGTR - ARRG R

Cancelamos h:

=lim——r=—=
h—0

Por lo tanto, la ecuacion de la recta tangente en (3,1) es:
1
y-1=-3(x-3)

x+3y—6=0
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Figura 8.
Grafica de f(x)=3/x y su recta tangente en (3,1).

Nota: Autores (2026).

Ejemplo 2: Calculo de la Derivada mediante el Limite. Encuentre la ecuacién

de la recta tangente a la funcién f(x) = x? — 4x + 3 en el punto (2, —1).

Solucién: La pendiente de la tangente en x = 2 se obtiene con el limite:

. f@Z+h)-f(2)
m = lim
h—0 h

Paso 1: Evaluar la funcién en x = 2
f@=2?*-4@2)+3=-1
Paso 2: Evaluar (2 + h)
fR+h)=2+h)?—-42+h)+3
Expandiendo:
=4+4h+h*-8—-4h+3=h*-1
Paso 3: Aplicar la definicion de derivada

h?—-1)—- (-1 h?
m=lim( )~ ( )=lim—=limh=0
h—-0 h h—0 h—-0
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La pendiente de la tangente es **0**, lo que indica que la recta tangente es

**horizontal**.
Paso 4: Ecuacién de la recta tangente
y=-1

Figura 9.

Gréafica de f(x)=x"2-4x+3 y su recta tangente en (2,-1).

Nota: Autores (2026).

1.4.3.Velocidades y Razones de Cambio

La derivada permite calcular la tasa de variacion de una magnitud respecto a

otra. Algunos ejemplos:

¢ Velocidad instantanea: Si s(t) representa la posicién de un objeto en

funcién del tiempo, entonces la velocidad es la derivada:

(6) = 5'(6) = Alir_{losa + AAtz — s(t).

¢ Crecimiento poblacional: Si P(t) es la poblacion en el tiempo t, la tasa

de crecimiento es P'(t).

¢ Razones de cambio en economia: En economia, la derivada del costo

C(x) respecto a la produccion x es el costo marginal C'(x).
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Ejemplo 1: Velocidad Instantanea

Un ciclista inicia su recorrido desde el reposo y su desplazamiento en metros

después de t segundos viene dado por la funcién:
s(t) =3t? + 2t

Determina su velocidad instantanea en el instante t = 4 segundos utilizando la

definicion de la derivada como limite.
Solucién
La velocidad instantanea se obtiene como la derivada del desplazamiento:

s(t+h) —s(t)
h

v(t) = }Li_r)r(l)

Sustituyendo la funcion s(t):

34+ h)?+2(4+h)—(B(4)*+2(4)
V() = lin ;

Expandimos y simplificamos:

.~ 3(16+8h+h?)+8+2h— (48+8)
= Jim h

. 48+ 24h +3h?> + 8+ 2h — 56
= lim

h—-0 h

24h + 3h?% + 2h

= }llir(l) " = }ll_r)r(l)(24 + 3h + 2)

Evaluando el limite:

v(4) =24+2=26mls
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Figura 10.

Gréfica de velocidad instantanea

Nota: Autores (2026).

La gréafica representa la funcion de posicion s(t) = 3t? + 2t, que describe el
movimiento de un objeto en funcién del tiempo. La curva azul muestra como varia
la posicion del objeto a medida que transcurre el tiempo, mientras que la recta

roja representa la tangente ala curvaen t = 4.

La pendiente de esta recta tangente es igual a la velocidad instantanea del objeto
en ese instante, la cual fue calculada como v(4) = 26 m/s. En términos fisicos,
la pendiente de la recta tangente indica la tasa de cambio instantanea de la
posicion, es decir, qué tan rapido y en qué direccidén se esta moviendo el objeto

en ese punto especifico del tiempo.

Ejemplo 2: Crecimiento Poblacional

La poblacién de una ciudad esta modelada por la funcion:
P(t) = 5000e°93¢

donde t se mide en afios y P(t) representa la poblacién en ese instante. Calcula
la tasa de crecimiento poblacional en t = 10 afios usando la definicion de

derivada.
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Solucion

La tasa de crecimiento poblacional se define como:

P = }g%p(t + h})l —P(®)

Sustituyendo la funcién:

500060'03(10+h) _ 500060'03(10)
h

P'(10) = }ll_l’)l’(l)
Factorizamos 5000e°3:

. 5000e93 (60'03h _ 1)
= lim
h—0 h

Usamos la aproximacion e* ~ 1 + x para valores pequefios de x:
e%03h — 1 ~ 0.03h
Entonces,

~5000e°3(0.03h)
= lim
h—-0 h

Cancelamos h:
P'(10) = 5000e°3(0.03)
Aproximando valores numéricos:
P'(10) ~ 5000(1.3499)(0.03) =~ 202

El grafico muestra la evolucion de la poblacién en funcién del tiempo t, donde la
funcion P(t) = 5000e°°3t modela el crecimiento poblacional. La curva creciente
indica que la poblacion aumenta exponencialmente con el tiempo. En t = 10
anos, la tasa de crecimiento poblacional se obtiene mediante la derivada de P(t),
que representa la velocidad con la que esta creciendo la poblacion en ese
instante. La pendiente de la tangente en t = 10 indica qué tan rapido esta
aumentando la poblacion en ese ano en particular. Una mayor pendiente sugiere

un crecimiento mas acelerado.
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Figura 11

Representacion del crecimiento poblacional en funcién del tiempo

Nota: porque usamos esta aproximacion e* ~ 1 + x
Cuando trabajamos con funciones exponenciales en limites y derivadas, en
algunos casos es util utilizar la aproximacién de la serie de Taylor de la funcion

exponencial alrededor de x = 0:
e* =14+ x para valores pequenos de x

Esta aproximaciéon nos dice que cuando x e€s un numero muy pequefo, e* es
aproximadamente 1+ x. Es decir, la contribucion de los términos de orden

superior en la serie de Taylor es despreciable.
En nuestro caso, el término que queremos aproximar es:
e0.03h
Si h es muy pequefio, podemos escribir:

e%03" ~ 1 4+ 0.03n
Ahora, si restamos 1 en ambos lados:

e%03" — 1 ~ 0.03n

Ejemplo 3: Razén de Cambio en Economia

El costo total C(x) en ddlares para producir x unidades de un producto esta

modelado por la funcion:
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C(x) = 100 + 5x + 0.02x2

Calcula el costo marginal cuando se producen x = 50 unidades.
Solucioén: El costo marginal se obtiene como la derivada del costo total:

() = }Li_r)r(l) C(x+ h})l - C(x)

Sustituyendo la funcién:

100 + 5(50 + h) + 0.02(50 + h)? — (100 + 5(50) + 0.02(50)?)
h

C'(50) = }llir(l)
Desarrollamos términos:

100 +250 + 5h + 0.02(2500 + 100h + h%) — (100 + 250 + 0.02(2500))
= 11m
h—-0 h

. 100 + 250 + 5h + 50 + 2h + 0.02h% — (100 + 250 + 50)
= 11m
h—-0 h

. 5h+2h+0.02h%
= lim = lim(7 + 0.02h)
h—-0 h h—-0

Evaluamos el limite:
C'(50)=7

Figura 12

Grafico de la funcion de costo total C(x) y su costo marginal

Nota: Autores (2026).
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En la figura la curva azul representa la funcion de costo total C(x), mientras que

la linea punteada roja representa la tangente en x =50, la cual tiene una
pendiente de C'(50) = 7. Esto ilustra como la derivada de la funcion de costo nos

proporciona el costo marginal en un punto especifico.
1.4.4.Razén de Cambio Instantanea

La razén de cambio es un concepto fundamental en el calculo, ya que describe
cdmo una variable cambia con respecto a otra. Si y es una funcion de x, es decir,
y = f(x), podemos definir la razén de cambio promedio de y respecto a x en un
intervalo [x;, x,] como:

By _ f@x) — ()

Ax Xy — X4

Este cociente de diferencias representa la pendiente de la recta secante que

pasa por los puntos P(xq, f(x1)) Y Q(x3, f(x3)).

Sin embargo, en muchos casos nos interesa conocer la tasa de cambio en un
punto especifico en lugar de en un intervalo. Para obtener esto, hacemos que x,
tienda a x;, lo que significa que Ax — 0. En este caso, el cociente de diferencias

se convierte en un limite:

Ay o f() — f(a)
lim —= lim ——————
Ax—>0AX  x-x1 Xy — Xy

Este limite se conoce como la razén de cambio instantanea de y respecto a x,
y geométricamente representa la pendiente de la recta tangente a la curva en
P(x4, f(x1)). Este concepto es la base de la definicién de la derivada de una

funcidén, que se estudiara en profundidad en los siguientes apartados.

1.5. Reglas de Derivacion

Para derivar funciones de manera eficiente, se utilizan diversas reglas
fundamentales del calculo diferencial. Estas reglas permiten calcular derivadas

de funciones complejas a partir de funciones mas simples.
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1.5.1.Regla de la Potencia

La regla de la potencia establece que si f(x) = x™, donde n es un numero real,
entonces su derivada se obtiene multiplicando el exponente por la base elevada

a una unidad menos:
f1(x) = nant
Ejemplo: Si f(x) = x°, su derivada es:
f'(x) = 5x*
1.5.2.Regla del Producto

La regla del producto se utiliza cuando la funcion a derivar es el producto de

dos funciones diferenciables u(x) y v(x). Se expresa como:
(uwv) =u'v+uv’
Ejemplo: Si f(x) = x2sinx, aplicamos la regla:
f'(x) = (x?)'sinx + x?(sinx)’
f'(x) = 2xsinx + x%cosx
1.5.3.Regla del Cociente

Cuando se tiene una funcion definida como el cociente de dos funciones

diferenciables u(x) y v(x), se aplica la regla del cociente:

(u)’ _uv—uv
v v?
Ejemplo: Si f(x) = xx—; su derivada es:

oo (x?)'(x+1)—x?(x + 1)
[ = (x + 1)?

C2x(x+ 1) —x®  2xP42x—x*  x®+2x

x+1D?2 (x+1)?2 (x+1)2
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1.5.4.Regla de la Cadena

La regla de la cadena permite derivar funciones compuestas. Siy = f(g(x)), la

derivada de y con respecto a x es:

dy
2 = [ 9())g'(x)
Ejemplo: Si f(x) = sin(x?), aplicamos la regla de la cadena:
f'(x) = cos(x?®) - (x°)’
= cos(x?) - 3x2
= 3x2cos(x3)
1.5.5.Combinacién de Reglas

En muchas ocasiones, se requiere utilizar varias reglas en conjunto. Por ejemplo,

x%Inx

si tenemos la funcion f(x) = —~» Su derivada requiere aplicar la regla del

cociente junto con la regla del producto y la derivada del logaritmo:

(x?Inx)’e* — x2Inx(e*)’

£1e0 = o

(2xInx + x)e* — x%Ilnxe*
= 02X

(2xInx + x — x%Inx)e”
= 02X

(2xInx + x — x?Inx)

1.6. Notaciones de las Derivadas

Dado que la derivada es una herramienta fundamental en el calculo y otras areas
de las matematicas, existen diversas notaciones para representarla. A

continuacion, se presentan las mas utilizadas:
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1.6.1.Notacion de Leibniz

La notaciéon introducida por Gottfried Wilhelm Leibniz es una de las mas

utilizadas en calculo y analisis matematico. Se representa como:

dy
dx

Esta notacion enfatiza que la derivada de y con respecto a x es el limite del

cociente de diferencias:

dy Ay
dx  axdoAx

Ademas, permite expresar derivadas de orden superior de manera clara:

d’y d’y d'y
dx?’ dx3’ dxm

Ejemplo: Si y = x3 + 2x, su primera derivada se expresa como:

dy
— =3x2 +2
dx X< +

1.6.2.Notacion de Lagrange

Introducida por Joseph-Louis Lagrange, esta notacién es ampliamente
utilizada en analisis matematico y calculo diferencial. Se representa usando una

prima:
f'(x)
Para derivadas de orden superior:  f"(x), f"(x), f™(x)
Ejemplo: Si f(x) = e*sinx, su derivada se expresa como:
f'(x) = e*sinx + e*cosx
1.6.3.Notacion de Newton

Esta notacion, introducida por Isaac Newton, se usa principalmente en fisica y
mecanica, especialmente en ecuaciones de movimiento y dinamica. Se

representa con un punto sobre la variable:

y (primera derivada), 3y (segunda derivada)
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Ejemplo: Si s(t) representa la posicion de un objeto en funcion del tiempo:

s=v (velocidad), §=a (aceleracion)
1.6.4.Notacion de Euler

Introducida por Leonhard Euler, esta notacion es utilizada en ecuaciones

diferenciales y andlisis funcional. Se representa como:
Df (x)
Para derivadas de orden superior:
D*f(x), D*f(x), D"f(x)
Ejemplo: Si f(x) = Inx, su derivada en la notacién de Euler es:

1
Df(x) ==

1.7. Derivadas de Orden Superior

Cuando una funcion f(x) es derivable, se puede calcular su derivada f'(x). Si
esta derivada también es diferenciable, se puede obtener una nueva derivada,

llamada segunda derivada, que se denota como:

d
£ = (F' ().

De manera general, la derivada de orden n se expresa como:

dn
F) =T

1.7.1.Interpretacién Geométrica y Fisica de la Derivada

La derivada de una funcion f(x) proporciona informacion clave sobre su
comportamiento, tanto desde un punto de vista geométrico como fisico. Se
puede interpretar como la pendiente de la recta tangente a la curva en un punto
especifico o como la razén de cambio instantanea de una cantidad respecto a

otra.
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Interpretacion Geométrica

Geométricamente, la derivada f'(x) en un punto x = a indica la pendiente de la

recta tangente a la curva y = f(x) en ese punto:

Si f'(a) >0, la funcidén es creciente en x = a, es decir, la pendiente de la

tangente es positiva.

Si f'(a) < 0, lafuncion es decreciente en x = a, lo que significa que la pendiente

de la tangente es negativa.

Si f'(a) = 0, la recta tangente es horizontal. En este caso, x = a puede ser un

maximo, un minimo o un punto de inflexién.

La segunda derivada f"(x) proporciona informacién adicional sobre Ila

concavidad de la funcién:

Si f"(a) >0, la funcion es céncava hacia arriba en x = a, y la tangente se

encuentra por debajo de la curva.

Si f"(a) <0, la funcidon es concava hacia abajo en x = a, y la tangente se

encuentra por encima de la curva.

Si f"(a) = 0, se debe analizar el cambio de signo en f”(x) para determinar si

x = a es un punto de inflexion.
Interpretacion Fisica

Desde una perspectiva fisica, la derivada mide la velocidad de cambio de una

magnitud respecto a otra. Algunos ejemplos importantes incluyen:

¢ Velocidad instantanea: Si s(t) representa la posiciéon de un objeto en
funcién del tiempo, entonces la velocidad en un instante t esta dada por
la derivada:

s(t + At) — s(t)
At '

v =50 = m,

e Aceleracion: Si v(t) es la velocidad de un objeto en funcién del tiempo,

la aceleracion instantanea se obtiene derivando nuevamente:

a(t) =v'(t) =s"(t).
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e Crecimiento poblacional: Si P(t) representa la poblacién en un instante

t, la tasa de crecimiento esta dada por:

. P(t+At) - P(t)
PO = Jim, =

e Razoén de cambio en economia: En economia, la derivada del costo total

C(x) con respecto a la cantidad producida x se denomina costo marginal:

, L C(x + Ax) — C(x)
) = fim =g

La derivada es una herramienta fundamental tanto en la geometria como en la
fisica y la economia. Su interpretacion geométrica permite analizar la pendiente
de una funcién y su concavidad, mientras que su interpretacion fisica describe
tasas de cambio en diferentes contextos. Ademas, el analisis de f'(x) y f"(x)
proporciona informacién clave sobre maximos, minimos y puntos de inflexién, lo
que es crucial en el estudio del comportamiento de funciones en diversas

aplicaciones.
1.7.2.Ejemplos de Calculo de Derivadas de Orden Superior
Ejemplo 1: Sea la funcion
f(x) =x*—3x3+2x2—x+5.
Calculamos sus primeras derivadas:
f(x) = 4x3 — 9x? + 4x — 1.
f"(x) = 12x% — 18x + 4.
f"(x) = 24x — 18.
f®(x) = 24.

Podemos observar que la cuarta derivada es una constante, lo cual indica que la

funcién es un polinomio de grado 4 y su derivada de orden 5 sera cero.
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1.7.3.Ejemplo: Aplicacion Fisica de las Derivadas de Orden

Superior

En fisica, las derivadas de una funcién de posicion s(t) con respecto al tiempo

tienen interpretaciones concretas:
e Velocidad: v(t) = s'(t), describe la rapidez y direccion del movimiento.
e Aceleracion: a(t) = s"(t), indica cobmo cambia la velocidad.

o Jerk (tirén): j(t) = s"(t), representa la tasa de cambio de la aceleracion,

relevante en dinamicas de vehiculos y sistemas mecanicos.
Ejemplo: Sea la posicion de un objeto en caida libre dada por:
s(t) = 5t3 — 2t% + 4t.
Calculamos sus derivadas:
v(t) = s'(t) = 15t%2 — 4t + 4.
a(t) =v'(t) =s"(t) = 30t — 4.
j@) =a'(t) =s"(t) = 30.

Aqui vemos que la aceleracion a(t) es una funcién lineal del tiempo, mientras
que el tirdn j(t) es una constante. En la siguiente figura se muestran las graficas

de cada una de estas funciones:

Figura 13
Grafica de posicion, velocidad, aceleracion y jerk para la funcion f(t).

Nota: Autores (2026).
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1.8. Introduccioén a las funciones de una variable

En matematicas, una funcién de una variable es una regla que asigna a cada
numero real de un dominio un unico numero real en el rango. Formalmente, una
funcion es una relacion matematica que satisface la propiedad de unicidad: para

cada entrada x en el dominio, existe una unica salida f(x).
1.8.1.Conceptos fundamentales

Para comprender el comportamiento de una funcion, es fundamental saber como
representarla y analizar sus caracteristicas. A continuacion, se presentan los

pasos clave para determinar su comportamiento:
1. Saber el dominio y el rango

e Identificar los valores de x para los cuales la funcion esta definida

(dominio).
e Analizar los valores de y que la funcién puede tomar (rango).
2. ldentificar las asintotas (si existen)

e Los limites laterales estudian el comportamiento de una funcion
cuando x se acerca a un valor dado desde la izquierda o desde la
derecha. Es importante mencionar que un limite existe si ambos lados

coinciden. Una funcién es continua en un punto x = a si:

limf(x) existe, f(a)estddefinida, y limf(x) = f(a)
x—a x—a

e Asintotas verticales: Ocurren cuando el denominador de una funcién

racional se anula y la funcién tiende a infinito.

e Asintotas horizontales: Se encuentran al calcular el limite de la

funcién cuando x - +o.

e Asintotas oblicuas: Aparecen cuando el grado del numerador es

mayor que el del denominador en una funcién racional.
3. Calcular los puntos de interseccion

¢ Interseccion con el eje x: Resolver f(x) = 0.
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¢ Interseccion con el eje y: Evaluar f(0), si esta definida.

4. Estudiar la derivada para conocer el comportamiento de la funcién

e Crecimiento y decrecimiento: Usar la primera derivada f'(x) para

identificar intervalos de aumento (f'(x)>0) y disminucién

(f'(x) < 0).

¢ Maximos y minimos locales: Encontrar los puntos criticos

resolviendo f'(x) = 0.
5. Analizar la concavidad y los puntos de inflexién

e La segunda derivada f”(x) indica la concavidad de la funcion; si

f"(x) >0escbéncavaysi f"(x) < 0 es convexa.
e Resolver f"(x) = 0 para encontrar posibles puntos de inflexién.

6. Construir una tabla de valores: Evaluar la funcion en diferentes puntos

estratégicos para ayudar en la representacion grafica.

7. Dibujar la grafica: Utilizar los puntos clave, asintotas y cambios en la

concavidad para esbozar la curva de la funcién con precision.

Teorema del valor medio:El teorema del valor medio establece que si una
funcion f(x) es continua en [a, b] y diferenciable en (a, b), entonces existe un

punto c € (a, b) donde la derivada es igual a la pendiente de la recta secante que

une (a, f(a)) con (b, f(b)):

b) —
o = LO @

—a
Este resultado es clave para entender como varian las funciones y se usa en
demostraciones de otras propiedades del calculo diferencial. EI Teorema del
Valor Medio tiene aplicaciones en la fisica y el analisis de movimientos. Por
ejemplo, si un automovil recorre 300 km en 5 horas, su velocidad media es de
60 km/h. El teorema garantiza que, en algun instante, la velocidad instantanea

del coche fue exactamente 60 km/h.
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1.8.2.Ejercicios resueltos: estudio de funciones de una variable

En esta seccién, analizaremos una funciéon en términos de su dominio, rango,

asintotas, puntos de interseccion, derivadas y su grafica.

Ejemplo 1: Estudiar el comportamiento de la funcion:

1
f6) = ——

x—2
1. Dominio y Rango

e Dominio: La funcién no esta definida en x = 2, ya que el denominador se

anula en ese punto. Entonces:
D= (_OO' 2) U (2' OO)

¢ Rango: La funcién puede tomar todos los valores reales excepto 0, por lo

que:
R = (—,0) U (0,)
2. Andlisis de Asintotas
e Asintota Vertical: Se encuentra en x = 2, ya que:
Jm fO) = 4o, lim f(x) = —eo
e Asintota Horizontal: Se calcula el limite cuando x tiende a infinito:

lim f(x) =0

x—+o0

Por lo que la asintota horizontal es y = 0. Si existe asintota horizontal, no existe

asintota oblicua.
3. Puntos de interseccién
e Con el eje X: No hay solucién, ya que la funcién no se anula.

e Con el eje Y: Evaluamos en x = 0:

1
f(O) =0T2= —-0.5

Punto de interseccion: (0, —0.5).
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4. Estudio de la primera y segunda derivada

e Primera derivada:

fr(x) = =27

La derivada siempre es negativa para x # 2, por lo que la funcion es decreciente.

e Segunda derivada:

f"(x) “a=27

Six <2, f"(x) < 0= concavidad hacia abajo.
Six > 2, f"(x) > 0 = concavidad hacia arriba.
5. Construccién de la tabla de valores

Valores de la funcién en diferentes puntos.

x f(x)
-2 -0.25
0 -0.5
1.5 -2
1.9 -10
2.1 10
3 1
5 0.33

6. Grafica de la funcion

. . e ' g 1
A continuacién, se muestra la grafica de la funcion f(x) = s
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Figura 14.

Gréafica de f(x)=1/(x-2) con sus asintotas.

Nota: Autores (2026).

La grafica de la funcion muestra una discontinuidad en x = 2, evidenciada por la
asintota vertical en dicho punto. Esta discontinuidad se debe a que la funcién no
esta definida en x = 2, donde el denominador se anula, provocando que los
valores de f(x) tiendan a +o 0 —co dependiendo de la direccion desde la que

se aproxima.

Ademas, se observa una asintota horizontal en y = 0, lo que indica que a medida
que x tiende a +oo, la funcidén se aproxima a cero sin llegar a tocarlo. La funcién
es siempre decreciente en su dominio, o que se confirma con el signo de su

primera derivada.

Finalmente, la concavidad de la funcion cambia en torno a x = 2, mostrando
concavidad hacia abajo para x < 2 y concavidad hacia arriba para x > 2, lo cual

se determina mediante el analisis de la segunda derivada.
7. Cdédigo MATLAB para graficar la funcion

El siguiente codigo genera la grafica de f(x), incluyendo sus asintotas, y

contiene comentarios explicativos para facilitar su comprension:

Codigo MATLAB para graficar f(x) con sus asintotas
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% Definir la variable simbdlica
syms X;

% Definir la funcidn
f=1/(x - 2);

% Graficar la funcidén en el intervalo dado
fplot(f, [-5, 5], ’b’, ’LineWidth’, 2);
hold on; ) Mantener la grafica para afiadir elementos

% Configurar la cuadricula y etiquetas

grid on;

xlabel (’x’); % Etiqueta del eje X

ylabel (’f(x)’); % Etiqueta del eje Y

title(’Grafica de f(x) = 1/(x - 2)’); % Titulo de la grafica

% Afiadir asintotas

yline (0, ’--r’, ’Asintota horizontal’); % Asintota horizontal en y
=0
xline(2, ’--k’, ’Asintota vertical’); % Asintota vertical en x=2

hold off; % Liberar la grafica para futuras figuras

Ejercicio 2: Analisis de una funcién cuadratica

Funcion: f(x) = x? —4x + 3

—_—

Encuentre el dominio y el rango.

2. Determine los puntos criticos.

3. Determine los maximos y minimos.
4. Grafique la funcion.

5. Utilice el teorema del valor medio para encontrar un punto C donde la

derivada sea igual a la pendiente secante para el intervalo [1,4].
1. Dominio y Rango

e Dominio: La funcidén cuadratica f(x) = x? — 4x + 3 esta definida para

todos los valores de x, por lo que su dominio es:
D= O_m%aﬂ

Rango: Para determinar el rango, identificamos el vértice de la parabola.
Como el coeficiente principal es positivo, la parabola abre hacia arriba y

su punto mas bajo es el vértice.
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Calculo del vértice: Derivamos la funcion e igualamos a cero para encontrar el

punto critico:
f'(x)=2x—-4
Resolviendo 2x — 4 = 0 obtenemos x,, = 2. Sustituyendo en la funcion:
y,=f(2)=22-42)+3=4-8+3=-1
Por lo tanto, el vértice es V(2,—1) y el rango de la funcién es:
R =[—1,00)
2. Puntos Criticos
Los puntos criticos se obtienen al igualar la primera derivada a cero:
f'x)=2x—4=0=>x=2
El punto critico es x = 2.
3. Determinacion de Maximos y Minimos

Para determinar si el punto critico es un maximo o minimo, analizamos la

segunda derivada:

d
"(x) =—2x—4)=2
1) =2 (2x—4)
Como f"(x) > 0, la funcion es concava hacia arriba y el punto critico es un
minimo en x = 2 con f(2) = —1. No hay maximos.

4. Aplicacion del Teorema del Valor Medio

El teorema del valor medio establece que existe un punto c en el intervalo [1,4]

donde la derivada es igual a la pendiente de la secante:

49 -1
RORICR (O

Calculamos los valores de la funcién:

f(A)=4>—44)+3=3, f(1)=12-4(1)+3=0

Pendiente secante = -1 = 3 =1
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Igualamos con la derivada:

2c—4=1
2c=5>=>c==
C c )

Por lo tanto, existe un punto ¢ = 2.5 donde la pendiente de la tangente es

exactamente la misma que la de la secante.

1. Grafica de la funcion

Tabla de valores para la funcién cuadratica

x f(x)
1 8
0 3
2 1
3 0
4 3
5 8

Figura 15.
Gréafica de f(x)=x"2-4x+3

Nota: Autores (2026).
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Figura 16

Teorema del valor medio con recta tangente y secante

Nota: Autores (2026).

La primera grafica representa la funcion cuadratica f(x) = x? — 4x + 3, cuya
forma parabdlica muestra un minimo en x = 2, que se calcul6 mediante la
primera y segunda derivada. En este punto, la derivada primera f'(x) = 2x — 4
se anula, lo que indica un punto critico. La segunda derivada f"(x) = 2, al ser
positiva, confirma que se trata de un minimo local en (2,—1). La grafica ilustra
cémo la funcion disminuye antes del vértice y crece después de él, lo que

coincide con los resultados analiticos.

La segunda gréfica ilustra el Teorema del Valor Medio (TVM) aplicado a la
funcién en el intervalo [1,4]. Se ha trazado la recta secante entre los puntos
(1, f(1) y (4,f(4)), cuya pendiente representa la tasa de cambio promedio en
ese intervalo. Mediante el TVM, se encontré un punto ¢ dentro del intervalo
donde la derivada de la funcién es igual a la pendiente de la secante. En la
grafica, se muestra este punto c junto con su recta tangente, la cual es paralela
a la secante. Esto confirma que en algun instante dentro del intervalo, la
velocidad de cambio instantanea de la funcién coincide con su velocidad media

en ese rango.
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% Definir el rango de valores de x
x = -1:0.1:5;

% Definir la funcidén cuadratica
y = x.72 - 4xx + 3;

% Graficar la funcidén con color azul y grosor de linea 2
plot(x, y, ’b’, ’LineWidth’, 2);
hold on; % Mantener la grafica para afiadir elementos

% Configurar la cuadricula y etiquetas

grid on;

xlabel(’x’); % Etiqueta del eje X

ylabel (’f(x)’); % Etiqueta del eje Y

title(’Grafica de f(x) = x°2 - 4x + 3’); % Titulo de la grafica

hold off; % Liberar la grafica para futuras figuras

2_
Ejercicio 3: Funciones Reales f(x) = ’;Tl"

—_—

Encuentre el dominio y el rango.
2. Determine las asintotas

3. Determine los puntos criticos y extremos.

s

Graficar la funcién.
1. Dominio y Rango

El dominio de una funcidén racional se obtiene al identificar los valores de x donde

el denominador es cero. En este caso:
x—1=0=>x=1
Por lo tanto, el dominio de f(x) es:
D = (—,1) U (1, )
2. Asintotas

Asintota vertical: Ocurre en x =1 ya que el denominador se anula, pero el

numerador no.

Asintota Oblicua: Se obtiene cuando el grado del numerador es exactamente 1

unidad mayor que el grado del denominador. En este caso:
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x% —4

x—1

Realizamos la divisidon de polinomios:

1. Dividimos el primer término del numerador x? entre el primer término del

denominador x:

2. Multiplicamos x por el divisor (x — 1) y restamos:
x-(x—1)=x?>—x
(x2—4)—(x>—x)=x—4
3. Repetimos el proceso dividiendo x — 4 entre x:
=1
X
1-x—1)=x-1
x—-4)—-(x—1)=-3
El cociente de la division es:

x+1

El residuo es —3, por lo que podemos reescribir la funcion como:

f(x)=x+1+m

, . -3 4. , .
Cuando x — too, el término oy tiende a 0, por lo que la asintota oblicua es:

y=x+1
Tabla 2
Comparacion de Asintotas
Tipo de Asintota Condicién Ejemplo
Horizontal deg(P) < deg(Q) x% tiene asintotaen y = 3
Oblicua deg(P) = deg(@) +1 % ~*jjone asintotaeny = x + 1
x-=1

Nota: Autores (2026).
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3. Puntos Criticos y Extremos

Para encontrar los puntos criticos, derivamos f(x) usando la regla del cociente:

C)x -1 - -4H1) x*—-2x+4
(x —1)? S (x—1)?

f'x) =

Igualando a cero:

x2=2x+4=0

Resolviendo con la formula cuadratica, encontramos raices complejas:

x=1+2V3i

Esto indica que la funcion no tiene maximos ni minimos reales.
4. Grafica de la funcion

Figura 17.
Funcidén racional con asintota oblicua

Nota: Autores (2026).
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5. Cédigo MATLAB para graficar la funcién

% Definir la variable simbélica
syms X;

% Definir la funcién racional
f=(x"2 - 4)/(x - 1);

% Graficar la funcidén en el intervalo dado
fplot(f, [-5, 5], ’b’, ’LineWidth’, 2);
hold on; % Mantener la grafica para afiadir elementos

% Afiadir la asintota oblicua
fplot(x + 1, [-5, 5], ’r--’, ’LineWidth’, 1); % Asintota oblicua y

=x + 1

% Afiadir la asintota vertical
xline(1, ’--k’, ’LineWidth’, 1); % Asintota vertical en x = 1

% Configurar la cuadricula y etiquetas

grid on;

xlabel(’x’); % Etiqueta del eje X

ylabel (’f(x)’); % Etiqueta del eje Y

title(’Grafica de f(x) = (x°2 - 4)/(x - 1)?); % Titulo de la gra

fica
legend ({’f(x)’, ’Asintota oblicua: y = x + 1’, ’Asintota vertical:
x = 1’}, ’Location’, ’northwest’);

hold off; % Liberar la grafica para futuras figuras

Ejercicios 4. Funciones trigonométricas f(x) = sin(x) —g
1. Dominio y Rango

La funcion sin(x) esta definida en todo R. La expresién —gtambién esta definida

en todo R. Por lo tanto, el dominio de la funcién es:

D= (——O0,00)
Por otro lado, la funcidn sin(x) esta acotada en el intervalo [—1,1], pero el término
—g hace que la funcién no esté acotada.
A medida que x - © 0 x = —oo, el término —g domina y hace que la funcion
tienda a —oo. Por lo tanto, el rango es:

R =:(——O0,00)
2. Encontrar puntos criticos

Los puntos criticos ocurren cuando la derivada de la funcion es cero.

X 1
f(x) = sin(x) — 3 = f'(x) = cos(x) — >

Aplicacion del Calculo Diferencial e Integral y de las Ecuaciones Diferenciales 2



Calculo Diferencial y sus Aplicaciones

Igualamos a cero:

1 1
cos(x) — 5= 0 = cos(x) = 5

Para resolver esta ecuacion, recordamos que:

T
cos(x) =3 en x =§+2k7'[, kel
Por lo tanto, los puntos criticos son:
T
X = 3 + 2kn, k€eZ

3. Determinar los maximos y minimos

Para determinar si un punto critico es un maximo o minimo, evaluamos la

segunda derivada:
f"(x) = —sin(x)

Evaluamos en x = = + 2km:
3

i (g+ 2kn) = —sin (%) = —?

f" (—§+2kn) = —sin(—g) =?

Como f"(x) < 0, la funcién es concava hacia abajoy x = % + 2km es un maximo

local.
Como f"(x) >0, la funcién es céncava hacia arriba y x = —§+ 2km es un
minimo local.

4. Graficar la funcién

Construimos la tabla de valores para evaluar los puntos.

x f(x)
—2m 3.14
—3m 3.35
—T 1.57
0 0
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X f(x)

T -1.57
3n -3.35
27 -3.14

Figura 18.
Grafica de f(x)=sin(x)-x/2 con puntos criticos

Nota: Autores (2026).
Cédigo MATLAB para representar la funcién

Codigo MATLAB para graficar f(x) con sus puntos criticos

% Definir la variable simbdlica
Syms X_sym;
f = sin(x_sym) - x_sym/2; % Definir la funciédn

% Definir valores de x en un intervalo adecuado
x = linspace(-2*pi, 2*pi, 1000);
sin(x) - x/2;

~
]

% Graficar la funcidn
plot(x, y, ’r’, ’LineWidth’, 2);
hold on; % Mantener la grafica para afiadir elementos

% Encontrar puntos criticos

%diff (f,x_sym); calcula la derivada de la funcidén f’(x).

%solve (f_deriv == 0,x_sym); resuelve la ecuacién f’(x)=0 para

%encontrar los puntos criticos. double(...) convierte los

%resultados de simbdélicos a valores numéricos.

%subs (f,x_sym,critical_points); evalia f(x) en los puntos
%criticos encontrados. double(...) convierte los resultados de

%simb6licos a valores numéricos para poder graficarlos.

f_deriv = diff (f, x_sym);
critical_points = double(solve (f_deriv == 0, x_sym));
f_values = double(subs(f, x_sym, critical_points));
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% Graficar puntos criticos
plot(critical_points, f_values, ’bo’, ’MarkerSize’, 8, ’
MarkerFaceColor’, ’b’);

% Configurar ejes y etiquetas

XTicks ([-2*pi, -3%pi/2, -pi, -pi/2, 0, pi/2, pi, 3*pi/2, 2xpil);

xticklabels ({’-2\pi’,’-3\pi/2’,’-\pi’,’-\pi/2’,70%,°\pi/2’,’\pi’,’
3\pi/2°’,’2\pi’});

grid on;

xlabel (’x (radianes)’);

ylabel (’f(x)’);

title(’Grafica de \( f(x) = \sin(x) - x/2 \) con puntos criticos?’)

legend ({’\( £(x) \)’, ’Puntos criticos’}, ’Location’, ’best’);

hold off; % Liberar la grafica para futuras figuras
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Calculo Integral y sus Aplicaciones

2.1. Calculo del area bajo una curva: una necesidad matematica
histérica

Desde la antigledad, uno de los grandes problemas que capturd el interés de

matematicos fue el calculo de areas de regiones delimitadas por curvas,

especialmente cuando estas no podian reducirse a figuras geométricas simples

como rectangulos, triangulos o circulos. Mientras que el area de un cuadrado o

un circulo era bien conocida, el area comprendida bajo una curva general era

mucho mas dificil de abordar.

Figura 19
Ejemplos clasicos de areas de figuras geométricas simples con formulas

conocidas

Nota: Autores (2026).

Los antiguos griegos, y en particular Eudoxo y Arquimedes, desarrollaron el
método de exhaucidn, una técnica de aproximacion que consistia en inscribir y
circunscribir figuras poligonales dentro de una figura curva, como un circulo, con
el objetivo de aproximarse tanto como se quisiera al valor del area. Aunque
carecian de una nocion formal de limite, estos métodos pueden considerarse un

precedente directo del céalculo integral moderno.
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Figura 20.

Método de exhaucion: aproximacion del area de una figura curva mediante

poligonos inscritos y circunscritos, una técnica precursora del calculo integral

Nota: Autores (2026).

Durante el Renacimiento, con el surgimiento de problemas relacionados con la
fisica, la astronomia y la ingenieria, el interés por cuantificar magnitudes
variables crecio significativamente. Sin embargo, fue recién en los siglos XVIl y
XVIIl cuando Newton y Leibniz, de manera independiente, desarrollaron el
calculo integral como parte del calculo infinitesimal. Ambos formalizaron la
relacion entre el area bajo una curva y la acumulacién de cantidades
infinitesimales, lo cual permitié resolver problemas clasicos como el area bajo
una parabola, el célculo de distancias recorridas a partir de velocidades

variables, o el trabajo realizado por una fuerza no constante.

Figura 21.

Técnica precursora del calculo diferencial e integral

Nota: Autores (2026).
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2.2. Definicién formal de area y el aporte de Bernhard Riemann

2.2.1.Definicion formal del area en el calculo

El concepto de area ha sido un pilar fundamental en la matematica y la geometria
desde la antiguedad. En términos generales, el area de una region es una
medida de la extension bidimensional de una superficie. En el contexto del
calculo, el area bajo una curva de una funcion f(x) en un intervalo [a, b] se define
a partir del limite de sumas de aproximacion, o que da origen a la integral
definida.

En términos formales, podemos definir el area bajo una funcién positiva f(x) en
un intervalo [a, b] como:

n

A=lim ) f(x)Ax
n—->oo
i=1

b— . .
donde Ax = Ta representa la anchura de los subintervalos en los que se divide

el dominio.

Esta formulacion nos conduce directamente al concepto de sumas de Riemann,

una herramienta clave en la construccion del célculo integral.
2.2.2.Bernhard Riemann y su contribucién al calculo

El matematico aleman Bernhard Riemann (1826-1866) fue una de las figuras
mas influyentes en el desarrollo del célculo y el analisis matematico. Su mayor
aporte en este contexto fue la formalizacién rigurosa de la integral mediante lo

que hoy conocemos como suma de Riemann.

Riemann introdujo la idea de aproximar el area bajo una curva mediante la suma
de areas de rectangulos pequefios y luego tomar el limite cuando el numero de
rectangulos tiende a infinito. Este enfoque permitié establecer una base sdlida
para el concepto de integral definida, superando las limitaciones de los métodos

geométricos previos.

Ademas de su trabajo en calculo integral, Riemann dejé importantes
contribuciones en teoria de funciones, geometria diferencial y fisica matematica,

sentando las bases para el desarrollo de la teoria de la relatividad de Einstein.
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2.2.3.Introduccion a las sumas de Riemann

Dado un intervalo [a, b], lo dividimos en n subintervalos de igual longitud:

b—a
n

Ax =

Para cada subintervalo [x;_4, x;], se elige un punto x; dentro del subintervalo y
se evalua la funcion en ese punto. Luego, se construyen rectangulos con base
Ax y altura f(x;), sumando sus areas para obtener una aproximacion del area

total:
n
Sw= ) f (A
i=1
El valor de la integral definida se obtiene tomando el limite cuando n — oo:

b
j f (x)dx = lim§,
a n—-oo

Esta definicion formaliza la integral y permite su aplicacion a una amplia variedad

de problemas en fisica, ingenieria y otras ciencias.

Figura 22.
Sumas de Riemann para la aproximacion del area bajo una curva.
— y=Ax)
> \ /
L \ /
s1 S2 S Sn
a X1 X2 Xa Xn1 b

Nota: Autores (2026).
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2.3. Aproximaciones de la integral y transicién al limite

2.3.1.Aproximaciones con sumas de Riemann

Cuando se utiliza una cantidad finita de subdivisiones n en una suma de
Riemann, la aproximacion del area bajo la curva puede ser mas o menos precisa
dependiendo del numero de particiones. Cuanto mayor sea n, mas fiel sera la

estimacion de la integral definida.

En la Figura 23, se muestra como varia la aproximacion del area bajo la curva
para diferentes valores de n. A medida que n aumenta, la diferencia entre la

suma de Riemann y el valor exacto de la integral disminuye.

Figura 23.
Aproximaciones de la integral para diferentes valores de n.
n=2 n=4 n=28 n=12
A e /M

> 15

1.0t NS

0.5

0.0

Nota: Autores (2026).

2.3.2.Calculo del area aproximada con 4 rectangulos

Para ilustrar el método, tomamos n = 4 rectangulos en el intervalo [a, b]. Cada

rectangulo tiene un ancho:

y los puntos de evaluacién son:
Xx;=a+Ax, x,=a+20x, x3=a+3Mx, x,=b
La suma de Riemann para estos cuatro rectangulos se expresa como:

Ry = f(x)Ax + f(x2)Ax + f(x3)Ax + f(x4)Ax

Ry = if (x)Ax
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Esta expresion representa una aproximacion del area bajo la curva. Conforme n

aumenta, esta suma se acerca al valor exacto de la integral.
2.3.3.Limite de la suma de Riemann y la integral

Cuando el numero de subdivisiones tiende a infinito (n — =), el ancho de cada
subintervalo Ax se vuelve infinitesimal y la suma de Riemann se convierte

exactamente en la integral definida:
b n
j f @) dx = lim ' f ()
a e

Dividimos el intervalo [a, b] en n subintervalos:

b—a
n

Ax =

Los puntos de evaluacién en los extremos derechos de cada subintervalo son:
xy=a+Ax, x,=a+20x, x3=a+3Ax, .., x,=a+nlAx

Cada rectangulo tiene un area:

f(x)Ax

Por lo que la suma de Riemann general se expresa como:
n
Ry = ) f (rix
i=1
Tomando el limite cuando n — oo, obtenemos la integral definida:

jbf (x) dx = illglozn: f (x)Ax
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Figura 24.

Particiéon del intervalo en funcién de Ax.

Nota: Autores (2026).

2.4. Métodos de sumas de Riemann

La aproximacién de la integral definida mediante sumas de Riemann puede
realizarse de tres maneras diferentes, dependiendo de los puntos de evaluacion

utilizados en cada subintervalo:

e Suma con puntos derechos: Se evalua la funcion en el extremo derecho

de cada subintervalo.

e Suma con puntos izquierdos: Se evalua la funciéon en el extremo

izquierdo de cada subintervalo.

e Suma con puntos medios: Se evalua la funcién en el punto medio de

cada subintervalo.
2.4.1.Definicién formal y formulas

Dado un intervalo [a, b] dividido en n subintervalos de igual longitud:

b—a
n

Ax =
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Los puntos de evaluacion se definen de la siguiente manera:

e Suma con puntos derechos:

S(f,Pn)zzb_af(a+ib;a)

n
n
i=1

e Suma con puntos izquierdos:
n

spy =Y " 2r(at -2

n
i=1

e Suma con puntos medios:

n

b_

i=1

b—a b—a)

Cada una de estas expresiones nos proporciona una aproximacion del area bajo
la curva, siendo la suma con puntos medios generalmente la mas precisa para

una cantidad finita de subintervalos.
2.4.2.Comparacion de métodos

En la Figura 25, se presentan las tres formas de calcular la suma de Riemann
aplicadas a la funcion f(x) = x?. Se observa que conforme el nimero de

subintervalos aumenta, las diferencias entre los métodos disminuyen.

Figura 25.

Comparacion de las sumas de Riemann con puntos derechos, izquierdos y
medios

Comparacion de Métodos de Sumas de Riemann
Suma de Riemann - Puntos derechos Suma de Riemann - Puntos izquierdos Suma de Riemann - Puntos medios
>
/
1
X1 X2 3 4 Xs X1 2 3 X3 5 X1 X2 X3 Xa Xs
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Nota: Autores (2026).

2.5. Ejemplo numérico comparativo
Para ilustrar la aplicacién de las sumas de Riemann, consideremos la funcion:

fx)=e™*

en el intervalo [0,2] con n = 5 subintervalos.
2.5.1.Calculo de Ax

El ancho de cada subintervalo es:

b—a_2—0_04
n 5

Ax =

2.5.2.Calculo de las sumas de Riemann
Suma con puntos derechos
Los puntos de evaluacion se ubican en el extremo derecho de cada subintervalo:
x;i=a+iAx =0+i(0.4)
parai = 1,2,3,4,5, obteniendo:
x; =04 x,=08 x3=12, x,=16, x;=20

La suma de Riemann con puntos derechos es:

5

Ryer = Zf (x)Ax = 0.4(e7 % + 708 4+ 712 4 716 4 ¢720)
i=1

Evaluando los valores numéricos:
Rger = 0.4(0.6703 + 0.4493 + 0.3012 + 0.2019 + 0.1353) = 0.4(1.758) = 0.7032

Figura 26.

Método de Riemann por puntos derechos e”(-x).
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Nota: Autores (2026).

Suma con puntos izquierdos
Los puntos de evaluacién estan en el extremo izquierdo de cada subintervalo:
x;=a+({—-1DAx=0+(i—1)(0.4)
parai = 1,2,3,4,5, obteniendo:
x; =00 x,=04 x3=08 x,=12, x5=1.6

La suma de Riemann con puntos izquierdos es:

5

Rizq = Zf (x)Ax = 0.4(e® + e %% + 708 4 ¢712 4 ¢716)
i=1

Sustituyendo valores numéricos:

Rizq = 0.4(1 + 0.6703 + 0.4493 + 0.3012 + 0.2019) = 0.4(2.6227) = 1.0491

Figura 27.

Método de Riemann por puntos izquierdos e’(-x).

Nota: Autores (2026).

Suma con puntos medios

Los puntos de evaluacién estan en la mitad de cada subintervalo:
. Ax .
X; = a+(L—1)Ax+7= 0+(i—1)(04)+0.2

parai = 1,2,3,4,5, obteniendo:
X1 = 02, Xy = 06, X3 = 10, X4 = 14‘, Xg = 1.8

La suma de Riemann con puntos medios es:
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5

Ried = Zf (x)Ax = 0.4(e7 %2 + 706 4 710 4 o714  ¢18)
i=1

Sustituyendo valores numéricos:

R,eq ~ 0.4(0.8187 + 0.5488 + 0.3679 + 0.2466 + 0.1653) = 0.4(2.1473)
= 0.8589

Figura 28.

Método de Riemann por puntos izquierdos e’(-x).

Nota: Autores (2026).

Valor exacto de la integral

El valor exacto de la integral definida es:
2
j e *dx =[-e¥]3=—(e?—¢Y
0

= —(0.1353 —-1) = 0.8647
Comparacién de resultados

Los resultados obtenidos se presentan en la Tabla 2

Tabla 3.
Comparacion de los métodos de sumas de Riemann para e’\(-x).
Método Aproximacion Error absoluto
Puntos derechos 0.7032 0.1615
Puntos izquierdos 1.0491 0.1844
Puntos medios 0.8589 0.0058
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Método Aproximacion Error absoluto

Valor exacto 0.8647 0.0000

Nota: Autores (2026).
De los tres métodos, la suma de Riemann con puntos medios proporciona la
mejor aproximacién con un error absoluto de 0.0058. La peor aproximacion en

este caso proviene de la suma con puntos izquierdos, con un error de 0.1844.

Esto se debe a que los métodos de puntos derechos e izquierdos evaluan la
funcion en los extremos del subintervalo, lo que puede sobreestimar o
subestimar sistematicamente el area bajo la curva dependiendo de si la funcién
es creciente o decreciente. En cambio, el método de puntos medios tiende a
compensar los errores de subestimacion y sobreestimacion, generando una

mejor aproximacion al valor real de la integral.

2.6. Limite de sumas de Riemann y el uso de sumatorios

La definicién de la integral definida esta basada en la idea de una suma de
Riemann cuyo numero de subintervalos tiende a infinito. Formalmente, la integral

definida se expresa como:
b n
j £ (x)dx = lim Z £ Oc)Ax
n—-oo
a i=1
Para evaluar este tipo de sumas, es fundamental conocer las propiedades
basicas de los sumatorios y las reglas algebraicas que permiten operar con ellos.

2.6.1.Propiedades basicas de los sumatorios

Los sumatorios poseen una serie de propiedades fundamentales que permiten

su manipulacién algebraica:

° ., ¢ =nc, donde c es una constante.

. 1
[} 7.1_1 = Tl(?’l+ )
1= 2
no 2 n(n+1)(2n+1)
* ==

6
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2
hd ?:1 i3 = (_n(n;-l))

° imi(a + b)) = Xt ai + Xitq by
2.6.2.Reglas para operar con sumatorios

Al operar con sumatorios, es esencial aplicar las siguientes propiedades, que

permiten descomponer y reorganizar sumas de manera conveniente:

Zn:(ai—bi)=zai—zbi

n n
i=1 i=1

Estas reglas son clave para resolver sumas de Riemann y obtener resultados

simbdlicos que puedan ser evaluados en el limite cuando n — oo.
2.6.3.Cambio de variable en los sumatorios

Para resolver sumas de Riemann de manera algebraica, es comun realizar un
cambio de variable en la expresion de los puntos de evaluacion x;. Usualmente,

estos se expresan como (ver apartado 2.4.1):

b—a

x; = a+iAx, donde Ax = -

Reemplazando esto en la definicién de la suma de Riemann:

if(xi)szif(a+i-b;a>-b;a

en una expresion completamente dependiente de i, lo que permite aplicar las

propiedades de los sumatorios y posteriormente calcular el limite cuando n — co.
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Este proceso es clave para demostrar formalmente la convergencia de la suma

de Riemann a la integral definida y se usa frecuentemente en contextos

matematicos y de modelado numérico.
2.7. Ejemplo de calculo del limite de una suma de Riemann
Ejemplo 1

Para ilustrar la aplicacién del limite en las sumas de Riemann, consideremos la

funcion:

fx) =x?

en el intervalo [0,1]. Queremos calcular la integral definida:

1
sz dx
0

usando la definicion de suma de Riemann y evaluando su limite cuando n — o.
Paso 1: Definir los subintervalos y los puntos de evaluacion

El intervalo [0,1] se divide en n subintervalos de ancho:

Los puntos de evaluacion se eligen en los extremos derechos de cada

subintervalo:

1 i
xi=a+iAx=0+i-—=—, parai=123,..,n
n n

Paso 2: Plantear la suma de Riemann

Sustituyendo f(x) = x2 en la definicién de suma de Riemann:

S|+

50 = if s =Y ().

n
i=1 i=1

Expandiendo:
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n n
=Y
n3
i=1

i=1
Paso 3: Evaluar la suma utilizando la propiedad de sumatorios

3N|~
3|>—‘

Usamos la férmula:

Zn: L, nn+1)(2n+1)
e 6

para sustituir en la suma:

1 nn+1)(@2n+1)
=i 6

Simplificamos:

_(n+1DH(@2n+1)
no 6n?

Paso 4: Evaluar el limite cuando n —» o«

Tomamos el limite:

+1D)2n+1
limS, = lim (n )(2n )

n—-oo n—-oo 6n2

Dividimos numerador y denominador por n?:

1 1
i (n+1)(2n+1) ~ lim A+)@+)

n—oo 6n2 n—co 6

, . 1
Cuando n — oo, los términos - 0, por lo que obtenemos:

W@ _2_1
6 6 3

Por lo tanto, el valor de la integral definida es:

1
1
sz dx = =
0 3

Este resultado confirma que el limite de la suma de Riemann coincide con el

valor exacto de la integral.
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Ejemplo 2

Ahora, consideremos una funciéon de mayor complejidad:
f(x) =x3+2x

en el intervalo [0,3]. Queremos calcular:

3
j (x3 + 2x)dx
0

usando la suma de Riemann y su limite.
Paso 1: Definir los subintervalos y los puntos de evaluaciéon

El intervalo [0,3] se divide en n subintervalos de ancho:

Los puntos de evaluacion se eligen en los extremos derechos de cada

subintervalo:
. .3 3 .
x;=a+iAx=0+i-—=—, parai=123..,n
n n

Paso 2: Plantear la suma de Riemann

Sustituyendo f(x) = x3 + 2x en la definicion de suma de Riemann:

n 3

Snzif(xi)Ax=Z<(%> +2%)%

Expandiendo:

n . . n . n .
27i% 60\ 3 81i3 18i
Snzz n3 +; ;zz n* +Zn2

i=1 i=1
Paso 3: Evaluar la suma utilizando la propiedad de sumatorios
Usamos las formulas:

Zn: ;3 (n(n + 1)) ’ Zn:i _ n(n2+ 1)

i=1 i=1
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para sustituir en la suma:

5 = 81 <n2(n + 1)2> N 18 (n(n + 1))

T nt 4 n? 2
Simplificamos:

81(n+1)> 18(n+1)
Sn = m? T on

Paso 4: Evaluar el limite cuando n —» o«

Tomamos el limite:

lim S, = lim <

n—-oo n—-oo

81(n + 1)? N 18(n + 1)
4n? 2n

Dividimos numerador y denominador por n?:

y 81(1"'%)2_'_18 Ll
e 4 7 A+

, . 1
Cuando n — oo, los términos - 0, por lo que obtenemos:

81 18 117

4+2 4

Por lo tanto, el valor de la integral definida es:

3 117
j (x3+2x)dx = —
0 4

Este resultado confirma nuevamente que el limite de la suma de Riemann

coincide con el valor exacto de la integral.
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Figura 29

Meétodo de Riemann con limite al infinito

Nota: Autores (2026).

2.8. Método Trapezoidal: Una Alternativa a la Suma de Riemann

El método de sumas de Riemann proporciona una manera de aproximar el area
bajo una curva dividiendo el intervalo en subintervalos y utilizando rectangulos.
Sin embargo, una aproximacion mas precisa puede lograrse utilizando el
**método del trapecio**, el cual se basa en la aproximacién de la regién bajo la

curva mediante trapecios en lugar de rectangulos.
2.8.1.Definicion del Método Trapezoidal

En lugar de aproximar la funciéon con una serie de rectangulos, el método
trapezoidal utiliza segmentos lineales para conectar los puntos de evaluacion en
cada subintervalo. De este modo, el area bajo la curva se estima mediante una

suma de areas de trapecios. Matematicamente, se define como:
b Ax
[ Fedx =5 (e + foo
a i=1

b— . .
donde Ax = Ta es la longitud de cada subintervalo, y x, x4, ..., X, son los puntos

de particion del intervalo [a, b].
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2.8.2.Comparacion con la Suma de Riemann

A diferencia de la suma de Riemann, que usa alturas constantes en cada
subintervalo, el método trapezoidal toma en cuenta dos valores de la funcion por
subintervalo, proporcionando una mejor aproximacion del area bajo la curva.
Como resultado, este método reduce el error de aproximacién en comparacion

con la regla de los rectangulos.

2.9. Método Trapezoidal: Una Alternativa a la Suma de Riemann

El método de sumas de Riemann proporciona una manera de aproximar el area
bajo una curva dividiendo el intervalo en subintervalos y utilizando rectangulos.
Sin embargo, una aproximacion mas precisa puede lograrse utilizando el
**método del trapecio**, el cual se basa en la aproximacién de la regién bajo la

curva mediante trapecios en lugar de rectangulos.
2.9.1.Fundamentacién Matematica del Método Trapezoidal

El método trapezoidal se basa en la idea de aproximar el area bajo una curva
mediante trapecios en lugar de rectangulos. Cada subintervalo de la particion se
modela como un trapecio, donde la base inferior corresponde al ancho del
subintervalo, y las alturas son los valores de la funcién en los extremos del

subintervalo.

Para justificar la formula fundamental del método trapezoidal, consideremos la

descomposicién del area del trapecio en dos partes:
e Un *rectangulo** de base Ax y altura B, cuya area es:

Arectz’mgulo =Ax-B
e Un **triangulo** de base Ax y altura B — b, cuya area es:

1
Atriéngulo = E “Ax - (b - B)

Sumando ambas areas, obtenemos el area total del trapecio:

Atrapecio = Arecténgulo + Atriéngulo
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Sustituyendo las expresiones anteriores:

1
Atrapecio = Ax - B +§' Ax-(b—B)
Factorizando Ax:
Ax
Atrapecio = 7 (B +b)

Que es precisamente la formula base del método trapezoidal:

b A n
RICEEEDYGCIENIEY

Esta justificacion confirma que el método trapezoidal es una extension mas
precisa de la suma de Riemann, ya que considera tanto el valor inicial como el
final de cada subintervalo, lo que proporciona una mejor aproximacién del area

bajo la curva.

Figura 30.

Descomposicion del trapecio en un rectangulo y un triangulo

Nota: Autores (2026).

29.11. Fundamentacién Matematica del Método Trapezoidal

El método trapezoidal se basa en la idea de aproximar el area bajo una curva
mediante trapecios en lugar de rectangulos. Cada subintervalo de la particion se

modela como un trapecio, donde la base inferior corresponde al ancho del
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subintervalo, y las alturas son los valores de la funcién en los extremos del

subintervalo.

Una manera mas general de expresar este método es utilizando la siguiente

formula:

b
[y m 2 (LETICD FED TG | fCtwn) 1)

Que, al reorganizar términos, se puede expresar como:

b A
j f(xX)dx = 7x (F(x0) + 2f (x1) + 2f (x2) + -+ 2f (Xn—1) + f(xn))

Esta expresion nos muestra que la aproximacion del area total se obtiene
sumando los valores de la funcién evaluados en los extremos de cada

subintervalo y multiplicandolos por un peso correspondiente.

Figura 31.

Representacion del método trapezoidal con subdivision en trapecios.

Nota: Autores (2026).

2.10. Ejemplos de Aplicacién del Método Trapezoidal

En esta seccion, aplicaremos el método trapezoidal para aproximar integrales

definidas y compararemos los resultados con el valor exacto de la integral.
2.10.1. Ejemplo 1: Funcién Exponencial

Aproximemos la siguiente integral definida usando el método trapezoidal conn =

5 subintervalos:
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2
I=je‘xdx
0

Paso 1: Calculo del Incremento Ax

El incremento se obtiene con la formula:

Paso 2: Determinacién de los Puntos x;
Los puntos de evaluacién se calculan como:
x; =a+iAx, parai=0,1,234,5
Dando como resultado:
xXo=0 x;=04 x,=08 x3=12, x,=16, x5=2.0
Paso 3: Aplicacién de la Férmula del Método Trapezoidal

Usamos la expresion general:
Ax
I~ —-[f(x0) + 2f (1) + 2f (x2) + 2f (x3) + 2 (xa) + f (x5)]
Sustituyendo los valores de f(x) = e™™:
0.4
I~ T[e0 + 2e704 + 2708 4 2¢712 4 2716 4 ¢720]
Evaluamos numéricamente:

0.4
I~ —=[1+2(0.6703) +2(0.4493) + 2(0.3012) + 2(0.2019) + 0.1353]

0.4

I = 0.6761
Paso 4: Comparacion con el Valor Exacto

La integral exacta es:

2
lexacto = .[ e ™ dx = [_e—x]% =1-—e"?~0.8647
0
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El error del método trapezoidal es:
[I — Iexacto] = ]0.6761 — 0.8647| = 0.1886

Figura 32.

Representacion grafica del método trapezoidal aplicado a e”(-x).

Nota: Autores (2026).

2.10.2. Ejemplo 2: Funcién Polindmica

Aproximemos la siguiente integral definida usando el método trapezoidal conn =

5 subintervalos:
2
Izj (x3—4x? +2x+ 1) dx
0

Paso 1: Calculo del Incremento Ax

b—a 2-0
=—=04

Ax =
x n 5

Paso 2: Determinacién de los Puntos x;

xXo=0 x;=04, x,=08, x3=12, x,=16, x5=2.0
Paso 3: Aplicacién de la Férmula del Método Trapezoidal
Sustituyendo f(x) = x3 — 4x? + 2x + 1:

[~ 02;4 [£(0) + 2£(0.4) + 2f(0.8) + 2 (1.2) + 2f(1.6) + f(2.0)]

Evaluamos numéricamente:
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Paso 4: Comparacion con el Valor Exacto

La integral exacta es:
2
Loxacto = j (x3 —4x% + 2x + 1) dx ~ 0.9333
0

Error:
[I = Ioyacto] = 10.8 —0.9333| = 0.1333

Figura 33.

Representacion gréfica del método trapezoidal.

Nota: Autores (2026).

2.11. La Integral Indefinida como Funcién Primitiva

Hasta ahora hemos abordado la integral definida como una suma de Riemann
que permite calcular el area bajo la curva de una funcién entre dos puntos. Sin
embargo, existe otro enfoque fundamental del calculo integral: la integral

indefinida, también conocida como funcién primitiva.
211.1. ¢ Qué es una integral indefinida?

La integral indefinida de una funcion f(x) es otra funcion F(x), cuya derivada es

igual a f(x). Es decir, si:

F'(x) = f(x)
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Entonces se dice que:

[fx)dx=F(x)+C

donde C es una constante arbitraria, conocida como constante de integracion,

ya que derivar cualquier constante da cero.
Ejemplo: Derivacién e Integracién con Constante
Considérese la funcion:

F(x)=x?>+C

Donde C es una constante. Si derivamos esta funcion:

1 d 2
F(x)=a(x +C)=2x

Observamos que la constante desaparece al derivar, ya que la derivada de
cualquier numero constante es cero. Es decir, todas las funciones de la forma
x? + C tienen como derivada la misma expresion 2x, independientemente del

valor de C.

Por tanto, al realizar la operacién inversa (integracion), no podemos recuperar el

valor original de la constante. Esto da lugar a una familia de funciones.
[2xdx=x?>+C

Donde C € R puede ser cualquier numero real.

Interpretacién geométrica

Geométricamente, cada funcién primitiva F(x) = x2 + C representa una parabola
que se desplaza verticalmente segun el valor de C, pero todas comparten la
misma pendiente (derivada) en cada punto x. Esto se puede visualizar como una

familia de curvas paralelas.
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Figura 34.

Familia de funciones primitivas de 2x: x"2+C.

Nota: Autores (2026).
2.11.2. Relacién practica entre integral definida e indefinida:

Teorema Fundamental del Calculo

El vinculo entre la integral definida y la indefinida esta dado por el Teorema
Fundamental del Calculo, el cual establece que si F(x) es una primitiva de f(x),

entonces:

b
[ feax=ro)-r@

Esto significa que, si conocemos una funcién cuya derivada es igual a la funcién
que queremos integrar, podemos calcular el area bajo la curva simplemente
evaluando dicha funcién en los extremos del intervalo. Este resultado conecta el
céalculo diferencial con el calculo integral y nos permite resolver integrales
definidas sin necesidad de construir sumas de Riemann o usar métodos

numéricos.

Interpretacién geométrica: El valor de f;f (x) dx representa el area neta bajo

la curva f(x) entre x =a y x = b. La primitiva F(x) representa una familia de

funciones cuya pendiente en cada punto coincide con la de f(x). El valor F(b) —
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F(a) corresponde a la diferencia de alturas de esa funcion acumulativa entre los

extremos del intervalo, lo cual equivale al area bajo f(x).

Ejemplo 1: Calculemos la siguiente integral definida usando primitivas:
2
j (3x? + 2x) dx
0

Buscamos una funcién cuya derivada sea f(x) = 3x? + 2x:
F(x) = x3 + x?

Aplicamos el Teorema Fundamental del Calculo:
2
j (3x2+4+2x)dx =F(2)—F(0)=(8+4)—(0+0) =12
0
Ejemplo 2:

j3(4x —5)dx

Buscamos la primitiva de f(x) = 4x — 5:
F(x) = 2x? — 5x
Evaluamos en los extremos:
$$F(3) =2(3)"2-5(3)=18-15=3\\ F(1)=2(1)"2-5(1)=2-5=-3%$

Entonces:
3
j (4x—=5)dx=FB3)—-F(1)=3-(-3)=6

Observacion importante: El resultado representa el area neta, es decir, si la
funcion es negativa en alguna parte del intervalo, la integral contara esa area

como negativa. Si se desea el area total (sin importar si esta por encima o por

debajo del eje), debe calcularse f: | f(x)|dx.

2.11.3. Ejemplos de Derivacion de la Formula General

En esta seccion se mostrara como se puede deducir la férmula general para la

integral indefinida de una funcién potencia f(x), a partir del concepto de suma
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de Riemann. Este enfoque refuerza el vinculo entre el concepto geométrico de

area y el analisis algebraico.
Demostracién 1 de [ x"dx usando suma de Riemann
Deseamos calcular la integral indefinida:

[ x"dx

mediante el uso de sumas de Riemann y tomando el limite cuando el numero de

subintervalos tiende a infinito.
Paso 1: Definir la particion del intervalo
Dividimos el intervalo [0,1] en n subintervalos de igual ancho:

1-0 1
Ax = =—
n n

Los puntos de evaluacién seran los extremos derechos de cada subintervalo:
x;=— parai=12,...,n
n

Paso 2: Escribir la suma de Riemann
La integral se aproxima mediante la suma de Riemann:
[rae 2 s ()32
x"dx = - == —
0 = Vg v

Factorizamos los términos constantes:

1 1
jx”dxz
0

in
nn+1 L

n
i=1
Paso 3: Evaluar el limite usando una aproximacién integral

Queremos aproximar la suma ), i". En lugar de usar una formula cerrada,
recurrimos a una idea geométrica: la integral definida de x™ desde 0 hasta n, que

representa una suma continua:

n ) n nn+1
"~ | x"dx=
0 n+1
i=1
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Sustituyendo esta aproximacién en la suma de Riemann obtenida previamente:

1 1 nn+1 1
x"dx = - =
,[0 ntl n+1 n+1

Esta técnica permite deducir intuitivamente el resultado de la integral sin

necesidad de formulas exactas para sumas finitas, mostrando el vinculo entre

area continua y suma discreta.

Paso 4: Generalizacion para cualquier intervalo

Si en lugar de [0,1] consideramos [ x™dx sin limites, el resultado se generaliza

como.

fx”dxzn +C, paran# -1

Esta formula corresponde a la regla de integracion de funciones potencia, y es

una de las mas fundamentales en el calculo integral.

2.11.3.1. Demostracion 2 de [ e*dx usando suma de Riemann

Una formula clasica de la tabla de integrales es:

[e*dx=e*+C

Esta férmula puede ser justificada a partir del concepto de suma de Riemann.

Paso 1: Plantear la integral definida

Consideramos la integral definida:

1
jexdx
0

Dividimos el intervalo [0,1] en n subintervalos de igual longitud:
l
n

1
Ax =—, x;=
n

Paso 2: Aproximacion con suma de Riemann

La suma de Riemann con extremos derechos es:
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n

1 n
1 i
j exdszexi-Ax=—Zen
0 n

i=1 i=1

Paso 3: Tomar el limite

Al tomar el limite cuando n —» o, esta suma se convierte en la definicion de la

integral:

n 1
1 i
lim — E en = | e*dx
n-on 0

i=1

Aqui no podemos operar el sumatorio de forma exacta como ocurre con sumas
del tipo Yi o Yi?, porque **no existe una expresion algebraica cerrada para
Yel/™* Esta no es una progresion aritmética ni geométrica. En cambio,
reconocemos que este tipo de sumas es precisamente lo que define una integral

como el limite de una suma de Riemann.

El valor exacto de esta integral es:
1
j efdx=e—-1
0

Paso 4: Generalizacion

Este resultado se puede extender al intervalo general [a, b]:
b
j e*dx = eb — e
a
Lo cual demuestra que la funcién e* tiene como primitiva a si misma, y por tanto:
[e*dx=e*+C
211.4. Reglas basicas de integracion

Las reglas basicas de integracién permiten calcular primitivas de funciones
elementales. Estas reglas se derivan directamente de las derivadas conocidas y

de las propiedades de la integral.

n+1
o [x"dx="—+C,n=%-1
n+1

Aplicacion del Calculo Diferencial e Integral y de las Ecuaciones Diferenciales 2G5



Capitulo II: Calculo Integral y sus Aplicaciones

e J[odx=In|x|+C

e [e¥dx=e*+C
o faxdx=a—x+C,a>0,a¢1
Ina

e [ cosxdx = sinx +C
e [sinxdx = —cosx + C

e [sec?xdx =tanx + C

o J

Tz dx = arctanx + C

2.11.5. Propiedades de las integrales

Una vez entendida la integral definida como limite de una suma de Riemann, es
importante  estudiar las propiedades fundamentales que rigen su
comportamiento. Estas propiedades permiten simplificar calculos, estructurar

reglas de integracion y comprender mejor el comportamiento del area bajo una

curva.
1. Linealidad
b b
j c-f(x)dx=c-j f(x)dx
b b b
[ e+ g@iax= [ radr+ | geodx
Ejemplo:

2 2 2 2
j(2x+3)dx=j2xdx+j3dx=2~x7|§+3x|§=(4—1)+(6—3)=6
1 1

1
2. Aditividad del intervalo

Sia<c<b:

jbf(x)dx=jcf(x)dx+jbf(x)dx
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Ejemplo:

2 ! 2 x3 %3 1 7 8
'IOxzdx=jox2dx+'[1x2dx=?|(1,+?|f=§+§=§

3. Cambio de orientacion
b a
j f(x)dx = —j f(x)dx
a b
Ejemplo:

0 2 X2
j xdx=—j xdx=—<—|%>=—2
2
2 0

4. Integral sobre un intervalo nulo
a
j f(x)dx=0
a
Ejemplo:
3
j cosxdx =0
3

5. Comparacion de funciones

Si f(x) < g(x) en [a, b], entonces:

Lbf(x)dx < ng (x)dx

Ejemplo: Si f(x) = x, g(x) = x + 1, entonces en [0,1]:
1 1 1 3
= =< = —
'[Oxdx 2_L(x+1)dx >
6. Valor absoluto

b
<[ 1r@idx

jbf (x)dx
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Ejemplo:

1 1
jxdx=0, j|x|dx=1z>|0|§1
-1 -1

7. Funcioén constante
b
j cdx=c(b—a)
a
Ejemplo:

5
j4dx=4(5—2)=12
2

2.11.6. Técnicas de Integracién

Existen diversas técnicas que permiten resolver integrales que no se pueden
calcular directamente con las reglas basicas. Las técnicas mas usadas son las

siguientes:
¢ Integracion por partes
e Cambio de variable
e Fracciones parciales
e Sustitucién trigopnométrica
1. Integracién por partes: deduccién de la férmula

La formula de integracién por partes se deduce a partir de la regla del producto

de derivacion:

d
— @EVE) = W ) +uCv’ ()

Si integramos ambos lados:

d
Ju' v dx + [u@)v'(x)dx = [ E(u(x)v(x)) dx
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Reordenando los términos para despejar una de las integrales:

Pasamos el primer término al otro lado:

[u@)v'(x) dx = u(x)v(x) — [ v’ (x)v(x) dx

Esta es la forma mas comun de la férmula de integracion por partes, que

también se escribe de manera abreviada como:
fudv=uv—[vdu

Técnica LIATE para elegir u y dv

Para aplicar correctamente la integracién por partes, se recomienda usar la regla

nemotécnica LIATE para elegir la funcion u. El orden de prioridad es:

L: Logaritmica (Inx, logx)

I: Inversa trigopnométrica (arctanx, arcsinx)

A: Algebraica (polinomios como x, x?, etc.)

T: Trigonométrica (sinx, cosx, etc.)

E: Exponencial (e*, a*)

Ejemplo 1: Resolver [ xe* dx Aplicamos integracion por partes con:

u=x dv=e*dx
du=dx v=e"

Entonces:

[xe*dx = xe* — [ e*dx = xe* —e*+C
Resultado: [ xe*dx = e*(x — 1)+ C
Ejemplo 2: Resolver [ Inx dx

Aplicamos integracion por partes con:

u=Inx dv =dx
1

du=—-dx v=x
x

Entonces:
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1
flnxdx=xlnx—fx-;dx=xlnx—f1dx=x1nx—x+C

Resultado: [ Inxdx = xInx —x + C

Ejemplo 3: Resolver [ xcosx dx Aplicamos integracion por partes con:

u=x dv = cosxdx
du = dx v = sinx

Entonces:

[ xcosx dx = xsinx — [ sinx dx = xsinx + cosx + C
Resultado: [ xcosx dx = xsinx + cosx + C
2. Sustitucion: técnica del cambio de variable

La técnica de sustitucion es una herramienta poderosa que permite simplificar
una integral transformando la variable de integracion. Esta técnica se basa en la

regla de la cadena para derivadas y se expresa como:

Jflg(x))g' (x)dx = [ f(u)du, dondeu = g(x)

Esta técnica es especialmente util cuando la derivada de una funcidon compuesta

esta presente dentro de la integral.
Ejemplo 1: Resolver [ 2xcos(x?) dx
Sustitucion: Sea u = x? = du = 2x dx
Entonces:
[ 2xcos(x?) dx = [ cos(u) du = sin(u) + € = sin(x?) + C

Ejemplo 2: Resolver [ ﬁ dx

Sustitucién: Seau=1+x*=du=2xdx = %du = xdx

Entonces:
X 1 1 1
—_— = — —_— = —- 1/2 = 2
| 1szx Zf\/adu 5 2ul?+C 1+x2+C

Ejemplo 3: Resolver [ ﬁ dx
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Sustitucion: Sea u = lnx = du = i dx

Entonces:

1 1
——dx=[ —du=1Inlu| +C = In|lnx| + C
xInx u

3. Integracion de funciones racionales mediante fracciones parciales

Esta técnica se aplica a integrales de funciones racionales, es decir, cocientes
de polinomios. El objetivo es descomponer la funcién racional en una suma de
fracciones mas simples que puedan integrarse facilmente. Es especialmente util

cuando el grado del numerador es menor que el del denominador.

1
x2-1

Ejemplo 1: [ dx

Factorizamos el denominador:

1 _ 1
x2—1 (x—1D(x+1)

Descomponemos en fracciones parciales:

1 _ A N B
(x—Dx+1) x—-1 x+1

Multiplicamos por el comun denominador y resolvemos:
1=A4(x+1)+B(x—-1)
Sustituyendo valores convenientes:

Six=1:1=A2)=>4=

Six=-1:1=B(-2)=>B=—7

Entonces:
1 1 1
fx2—1 dx = | (Z(x—l)_Z(x+1)>dx
= 1l 1 11 +1|+C
= SInjx = 1] = Injx + 1]
Ejemplo 2: [ xzi;';z d
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Factorizamos el denominador:

x+2 _ x+2
x2+3x+2 (x+Dx+2)

Descomponemos:

x+ 2 _ A 4 B
x+Dx+2) x+1 x+2

Multiplicamos:

x+2=Ax+2)+B(x+1)
Sustituyendo valores:
Six=-2:-24+2=40)+B(-1)=>B=0

Six=—-1:-1+2=A4(1)+B(0)=>A4=1

Entonces:
[ dx =In|x + 1|+ C
(x+1D(x +2) S * = Injx +1]
. ) 5x2+3
Ejemplo 3: [ T DoeD

Como el grado del numerador es mayor o igual al del denominador, realizamos

division:
5x% +3 3 5x% + 3
(x+1D(x+2) x2+3x+2

Dividimos:

5x% 4+ 0x + 3

x%2+3x+2
El cociente es:

—15x -7

5+(x+1)(x+2)

Descomponemos:
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—15x-7 A N B
x+Dx+2) x+1 x+2

Multiplicamos ambos lados por (x + 1)(x + 2):
—15x—-7=A(x+2)+B(x+1)
Expandimos:
—15x -7 =Ax+2A+Bx+B=(A+B)x+ (2A+B)
Igualamos coeficientes:

A+ B =-15
2A+B=-7

Restando ecuaciones:
(2A+B)—(A+B)=-7—-(-15)=>A=38
8+B=-15=>B=-23
Sustituimos en la integral

5x% + 3
x+D(x+2)

d —f(5+ 8 _ = )d
x= x+1 x+2 x

J
Resolver
5x + 8In|x + 1| — 23In|x + 2| + C

Resultado final:

5x% + 3

f (x+1)(x+2)dx= 5x + 8In|x + 1| — 23In|x + 2| + C
Ejemplo 3:
Resolver:
2x+1
I X2 —x—-2 dx

Factorizamos el denominador:

x2—x-2=(x-2)(x+1)
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Descomponemos:

2x+1 A N B
(x—2)(x+1) x—-2 x+1

Multiplicamos por el denominador comun:
2x+1=A(x+1)+B(x—2)
Expandimos:
2x+1=Ax+A+Bx—2B = (A+B)x + (A —2B)
Igualamos coeficientes:

A+B =2
A—-2B=1

Resolviendo el sistema: De (1): A = 2 — B Sustituimos en (2):
232B123BlB1A215
_ —_ = = —_ = = = — = —_—_——= =
3’ 3 3

Sustituimos en la integral:

[ (5/3 1/3

5 1
= =In|x — 2| + 31 1
x—2+x+1>dx 3n|x |+3n|x+ |+ C

Resultado final:
5 1
dx = gln|x — 2| +§ln|x +1|+C

4. Sustitucion trigonométrica

La sustitucidn trigonométrica es util para resolver integrales que contienen
expresiones con raices cuadradas de binomios cuadraticos. Se utilizan
identidades trigonométricas para transformar estas expresiones en formas que

puedan integrarse con mayor facilidad.

Hay tres tipos basicos de sustituciones:
e +Va?—x?= x = asinf
e +Va?+ x? = x = atanf

. x2 —a? = x = asech
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1
vie 9x

Ejemplo 1: Resolver [

Sustitucion: x = 2sinf = dx = 2cos0d@

1 1
————dx = | —————"- 2cosfdb
J 4 —x2 J V4 — 4sin2%0
1
= - 2cos6d6

J4(1 — sin?0)

1
= | ———- 2co0s0d8
I V4cos20

= ! 2cos6df = [1d6 =6 + C
~ Y 2cos6 c0s B B

Volviendo a x:

. X 1 . X
6 = arcsin (E) = [ — dx = arcsin (E) +C
. . 1
Ejemplo 2: Resolver [ = dx

Sustitucién: x = 3tanf = dx = 3sec?6d8

1] ! dx = | ! 3sec?6do
———dx = | ——="3sec
x*>+9 V9tan26 + 9
1
= - 3sec?0do

V9(tan?6 + 1)

1
= | ——"3sec?6d6b
J V9sec?8

1
= _ 2 =
= 350ch 3sec?0d0 = [ secfdd
[ sec6d6 = In|sech + tanf| + C

Volviendo a x:

2 A/ v2
secOd =4/1 + tan?f = 1+(x) = x3+9’ tanezg

3
1 Vx24+9+x
f dx =In|————|+C
x2+9 3

Ejemplo 3: Resolver [ ﬁdx
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Sustitucion: x = secl = dx = sectanfdo

1 1
——dx = - secAtanfdo
fx x2—1 fsec@-\m
1

= -secOtanfdf = [1dO =0 + C

secO - tan@
Volviendo a x:
6 oy pa——— () +C
= arcsec(x) = ——aAX = arcsec(x
xvVx? —1

Comparativa de Técnicas de Integracién

A continuacion, se presenta una tabla que resume las principales técnicas de
integracion vistas en esta seccién. Esta tabla resulta util como herramienta de
consulta rapida para identificar el método mas adecuado segun el tipo de funcién

que se desea integrar.

Tabla 4.
Comparativa de Técnicas de Integracion
Ejemplo
Técnica Cuando se utiliza Forma tipica clasico
Integracién por Producto de [udv=uv-[vdu [ xe* dx
partes funciones (una facil
de derivar, otra facil
de integrar)
Sustitucion Funcion compuesta u = g(x) J xcos(x?) dx
(cambio de con derivada = [ f(g(x))g'(x)dx
variable) reconocible
Fracciones Cociente de Px) A [ 3x +1 p
parciales polinomios Qx) x—a 2+ x X
racionales con
grado del
numerador < grado
del denominador
Sustitucién Presencia de raices  x = sin#, sec#, tanf [ 1 da
trigonométrica  cuadradas con a2 — x2
expresiones
cuadraticas

Nota: Autores (2026).

Esta tabla no solo resume los métodos, sino que también ofrece una referencia
visual clara para elegir la técnica adecuada en problemas de integracion mas

complejos.
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211.7. Aplicaciones de la Integral

En esta seccion se exploran usos practicos del calculo integral mas alla del mero
procedimiento matematico. Las aplicaciones permiten comprender como la
integral se convierte en una herramienta poderosa para modelar fendmenos
fisicos, geométricos y econdmicos. A través de ejemplos, se analiza cémo el
area bajo una curva puede traducirse en magnitudes como volumen, longitud,

trabajo y mas.
1. Calculo de areas bajo y entre curvas

La aplicacién mas directa de la integral definida es el calculo de areas. Cuando
se desea determinar el area encerrada entre una funcion continua y el eje x, o
entre dos curvas, se puede utilizar el valor de la integral definida. Se consideran

dos funciones, digamos f(x) y g(x), y se calcula el area encerrada entre ambas.
Ejemplo practico - Calculo bajo la curva y eje de las x:
Una empresa desea calcular el area bajo la curva de ingreso marginal f(x) =

5x — x2 en el intervalo [0,4], para conocer el ingreso total acumulado por la venta
de unidades:

j4(5x —x?)dx
0

Solucion:

j45 2y 4 _[5x? 80 64) 40 64 56
O(x x)x—2 = 3 =3

Figura 35.

Area bajo la curva y eje de las x

Nota: Autores (2026).
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Este valor representa el ingreso total acumulado en el rango dado.

Ejemplo practico - Calculo de Area entre Curvas

Una empresa comercializa dos productos. El ingreso generado por el producto
A viene dado por f(x) = 50 — 2x, mientras que el ingreso del producto B viene
dado por g(x) = 30+ x, donde x representa el tiempo en anos. Calcular la

diferencia acumulada de ingresos entre ambos productos en el intervalo [0,5].
Solucién: Para encontrar la diferencia acumulada de ingresos, debemos calcular
el area entre las curvas f(x) y g(x) en el intervalo dado:
. 5 5
Area = j [f(x)—g()]dx = j [ (50 —2x) — (30 + x)] dx
0 0
Simplificamos la expresion dentro del integrando:

5 3X2 5
j (20-3x)dx = lZOx - = 20(5) —
0 0

3(5)2 75 125
= 100—7=T= 62.5

Por lo tanto, la diferencia acumulada de ingresos entre los productos Ay B en

los primeros 5 afios es de unidades monetarias.

Figura 36

Area entre las curvas f(x)=50-2x y g(x)=30+x en el intervalo [0,5].

Nota: Autores (2026).
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La figura ilustra los ingresos anuales proyectados de dos productos, A y B,

durante los primeros cinco afos de venta. La curva azul representa el ingreso
del producto A, que comienza en 50,000 USD y disminuye en el tiempo, lo que
puede indicar una reduccion en la demanda o en la participacién de mercado.
Por otro lado, la curva roja representa el ingreso del producto B, que parte de
30,000 USD y aumenta cada afio, lo que podria reflejar un producto en
crecimiento o con mejor aceptacion. Esta dinamica refleja un escenario comun
en el ciclo de vida de productos: mientras uno madura y pierde relevancia, el otro
gana traccion. En términos practicos, esto indica que, a pesar de que los ingresos
del Producto A disminuyen, sigue acumulando una ventaja total de $62,500
sobre el Producto B a lo largo de esos cinco afos. Esta técnica permite evaluar
de manera visual y cuantitativa el desemperio relativo de dos opciones
comerciales, facilitando decisiones estratégicas basadas en ingresos

acumulados.
2. Calculo de volumenes de sélidos de revolucion

Otra aplicacion importante es el calculo de volumenes de cuerpos generados por
la rotacion de una curva alrededor de un eje. Los sodlidos de revolucion son
figuras tridimensionales generadas al rotar una region del plano alrededor de un
eje. Esta técnica tiene multiples aplicaciones practicas en fisica, ingenieria y
disefio industrial. El eje alrededor del cual se realiza la rotacion se denomina eje

de revolucion.

Cuando una curva definida por una funcién continua f(x) se rota alrededor del
eje x, se genera un sélido de revolucion cuya forma puede aproximarse como
una suma de discos delgados. Cada disco tiene radio R = f(x) y grosor dx. El

volumen de un disco diferencial es:

dV = nmR?%*dx

Integrando en un intervalo [a, b], obtenemos la férmula general para el calculo

del volumen:

b
V=j 7 [f(x)]%dx

a
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Figura 37.

Volumenes de sdélidos de revolucion

Nota: Autores (2026).
Ejemplo practico:

Se desea conocer el volumen de una copa cilindrica generada al rotar la curva

f(x) =x%yy=0enelintervalo [0,2] respecto al eje x.
Solucioén:

Aplicamos la férmula del método de los discos:

2 2 x51? 32 32n
V=7tj (xz)zdx=njx4dx=ﬂ[—l =T-—=—
. , 5], 5 5

Este resultado representa el volumen exacto del sélido generado por la rotacion

de la parabola f(x) = x? en el intervalo dado.

Figura 38.

Generacion de un sélido de revolucion al rotar f(x)

Nota: Autores (2026).

Ejemplo: Volumen de revolucion alrededor del eje y)

Hallar el volumen del sdlido generado al rotar la region delimitada por:
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y=2—7, y=0, x€]0,2]

alrededor del eje y, usando el método de discos.

Paso 1: Despejar x en funcién de y
X
y=2—7 > x2=2Q2-y) = x=,4-2y

Paso 2: Aplicar la féormula del volumen por discos

Cuando rotamos respecto al eje y y tenemos x = f(y), usamos:

b
v = [ mixoirdy
a
Sustituimos:
2 5 2
V=j n(,/4—2y) dy=j (4 —2y)dy
0 0
Paso 3: Resolver la integral

2
V=7tj (4-2y)dy =nldy —y?]3=n(8—4) =4n
0

Resultado Final

[V = 4m unidades cubicas|

Figura 39.

Generacion de un sdlido de revolucion al rotar alrededor del eje y

Nota: Autores (2026).

Aplicacion del Calculo Diferencial e Integral y de las Ecuaciones Diferenciales 2 1]



Capitulo II: Calculo Integral y sus Aplicaciones

Este resultado se puede calcular mediante un cambio de variable o aproximacion

numeérica. El resultado representa el volumen del sélido generado por la rotacion

de dicha regién respecto al eje y.
Método de las cascaras cilindricas

Cuando se desea calcular el volumen de un sélido de revolucién y el eje de
rotacion es **paralelo** al eje sobre el cual esta expresada la funcion, el método
de las cascaras cilindricas puede resultar mas adecuado y directo que el

método de discos.

Por ejemplo, si la funcidén esta dada como y = f(x) y el eje de rotacion es el eje

y, usar cascaras cilindricas evita tener que despejar x en términos de y.

¢ Como funciona el método? Se imagina la region siendo dividida en delgadas

cascaras cilindricas verticales. Cada cascara tiene:

e Radio: la distancia desde el eje de rotacion hasta la cascara, normalmente

X,
e Altura: el valor de la funcion f(x),
e Espesor: un incremento infinitesimal en x, es decir, dx.
El volumen de cada cascara se aproxima por:
dV = 2m - radio - altura - espesor = 2nxf (x) dx

Integrando de a a b, se obtiene la férmula general:

b
%4 =j 2nxf(x)dx

a

¢ Cuando usar cascaras cilindricas?
e Cuando rotamos alrededor del eje y y la funcion esta en términos de x,
e Cuando es dificil despejar la funcién para usar el método de discos,

e Cuando la region esta entre dos curvas y el eje de rotacién no toca

directamente la region.
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Figura 40.

Cascaras cilindricas

Nota: Autores (2026).

Método de las Arandelas

Cuando se desea calcular el volumen de un soélido de revolucién generado al
girar una region alrededor de un eje, y existe un hueco interior (es decir, la
region no esta en contacto directo con el eje de rotacion), se puede aplicar el
método de las arandelas. Este método generaliza el método de discos para el

caso en que se debe restar el volumen interior de otro sdlido.
¢ Como funciona el método?

La regidon que se gira se encuentra entre dos curvas, una exterior f(x) y una
interior g(x), con f(x) = g(x) =0, en el intervalo [a,b]. Cuando se rota esta

region respecto al eje x, se forma un sélido con un hueco, como una arandela.
Cada arandela (o disco con agujero) tiene:

¢ Radio exterior: R = f(x)

e Radio interior: r = g(x)

e Espesor: un incremento infinitesimal en x, es decir, dx
Entonces, el volumen de una arandela se calcula como:

dV = n(R? —r?)dx
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Férmula general del volumen usando arandelas

b
V= j 7 [f ()2 — g(0)?]dx

a

Si la rotacion se realiza respecto al eje y, y las funciones estan en términos de

y, la férmula se ajusta como:

d
14 =j m[f(y)* — g()*ldy

¢ Cuando usar el método de las arandelas?

e Cuando laregion a rotar no esta pegada al eje de rotacién, es decir, hay

un hueco.

e Cuando se gira una regiéon entre dos funciones, y se desea obtener el

volumen del sélido con un espacio vacio.

e Cuando se requiere un enfoque directo y visual, especialmente util en

contextos de disefo de estructuras huecas, recipientes o tuneles.

Figura 41

Volumen de un sélido mediante el método de las arandelas

Nota: Autores (2026).

3. Trabajo realizado por una fuerza variable

El trabajo realizado por una fuerza que varia con la posicién no puede calcularse
mediante la formula clasica W = F - d, valida solo para fuerzas constantes. En
su lugar, cuando la fuerza depende de la posicién x, el trabajo se obtiene

integrando la fuerza a lo largo del desplazamiento:
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W=ij(x)dx

Interpretacién fisica: La integral representa la suma del trabajo infinitesimal
realizado en cada punto a lo largo del trayecto. Es especialmente util en
contextos donde la fuerza aumenta o disminuye segun el desplazamiento, como

en resortes, campos gravitatorios o electromagnéticos, entre otros.

Ejemplo practico (Ley de Hooke): Un resorte obedece la Ley de Hooke, es
decir, la fuerza requerida para estirarlo es proporcional a su alargamiento. Se
requiere una fuerza proporcional al desplazamiento: F(x) = kx, con k = 10 N/m.

Calcular el trabajo necesario para estirar el resorte desde x = 0 hasta x = 0.2 m.
F(x) = kx
donde:
e k =10N/m es la constante elastica del resorte,
e x es la elongacion desde la posicidn de equilibrio.
Calcular el trabajo necesario para estirar el resorte desde x = 0 hastax = 0.2m.

Solucion:

(02)2

10 0'04—02J
2 2

0.2 0.2 x2 0.2
W=j 10xdx=10j xdx=10[—l =10
0 0 2
0
Interpretacién: El resultado nos indica que 0.2 Joules de energia son
necesarios para estirar el resorte hasta 20 cm. Esta energia queda almacenada

como energia potencial elastica, y puede recuperarse si el resorte se libera.
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ECUACIONES DIFERENCIALES

Capitulo lll: Ecuaciones Diferenciales
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Ecuaciones Diferenciales

Introducciéon general

Las ecuaciones diferenciales constituyen una herramienta fundamental para
describir fendmenos que evolucionan en el tiempo o en el espacio. A diferencia
de las ecuaciones algebraicas, que establecen relaciones estaticas entre
cantidades, las ecuaciones diferenciales permiten representar dinamicas de
cambio. Se utilizan para modelar sistemas en los que una magnitud desconocida

esta relacionada con una o mas de sus tasas de variacion.

Este tipo de ecuaciones aparece de manera natural en casi todas las disciplinas
cientificas y tecnologicas: en fisica para describir el movimiento de particulas, en
biologia para estudiar la evolucion de poblaciones, en economia para analizar
tasas de crecimiento, y en ingenieria para modelar sistemas eléctricos,

mecanicos o térmicos.

A lo largo de esta unidad, se introduciran los conceptos fundamentales de las
ecuaciones diferenciales, sus principales tipos, métodos de solucion basicos, asi
como su aplicacion en la resolucién de problemas reales. Se enfatizara en las
ecuaciones diferenciales ordinarias (EDO), que son aquellas en las que la

funcion incégnita depende de una sola variable independiente.

3.1. ¢Qué es una ecuacion diferencial?

Una ecuacién diferencial es una ecuacion que involucra una funcién
desconocida y una o mas de sus derivadas. Es decir, expresa una relacion entre

una magnitud y la forma en que esta cambia.

Desde una perspectiva formal, una ecuacion diferencial ordinaria (EDO) puede

escribirse como:

F(x, v,y,y", ...,y(n)) =0

Donde:
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e x es la variable independiente,

e y =y(x) es lafuncion incognita,

n

e y',y", ...,y™ son las derivadas de y respecto de x,

e n es el orden de la ecuacion, es decir, la derivada de mayor grado que

aparece.
3.1.1.Ejemplos de ecuaciones diferenciales ordinarias:
1) Ecuacién de primer orden:

dy
ax

Modela procesos de crecimiento o decaimiento exponencial (como poblaciones
o sustancias radiactivas).
2) Ecuacion de segundo orden:

d?y
w+wzy =0

Representa oscilaciones, como en un sistema masa-resorte sin friccion.

3) Ecuacion no lineal:

Interpretacién practica

Resolver una ecuacién diferencial significa encontrar una o varias funciones y(x)
que, al ser derivadas y reemplazadas en la ecuacion dada, la satisfagan en todos

los puntos del dominio.
Por ejemplo, consideremos la ecuacion diferencial de primer orden:

dy

— =k

dx Y
Esta ecuaciéon nos indica que la tasa de cambio de y con respecto a x es
proporcional al valor actual de y. Es decir, cuanto mayor sea y, mas rapidamente

crece (o decrece, si k < 0).
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Buscamos una funcion y(x) tal que su derivada sea igual a ky. Una funcion que

cumple con esta propiedad es:

y(x) = Ce™
donde C es una constante arbitraria.
Verificacion: derivamos y(x) = Ce**:

dy_ kx — kxy —
T Cke™ = k(Ce™) = ky(x)

Por lo tanto, y(x) = Ce** es una solucion valida de la ecuacion diferencial dada.

Este tipo de procedimiento, donde se propone una forma funcional y se verifica
que cumple la ecuacion, es una forma comun de resolver ecuaciones

diferenciales sencillas.

3.2. Clasificacion de las ecuaciones diferenciales

Una ecuacion diferencial puede clasificarse segun distintos criterios. Esta
clasificacion permite identificar la naturaleza de la ecuacion, anticipar el
comportamiento de sus soluciones y seleccionar métodos adecuados para

resolverla. La clasificacion mas comun se expone a continuacion:
3.2.1.Segun el orden

El orden de una ecuacion diferencial se refiere a la derivada de mayor orden que
aparece en ella. Muchas técnicas de resolucion y el tipo de soluciones dependen

directamente de este.

La forma general es:

F(x,y,y',y", ..., y(”)) =0

Si la ecuacion se puede despejar respecto a la derivada de orden mas alto, se

obtiene la forma normal:

n

y / _
ﬁ =f(x’y'y ’___,y(n 1))
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Formas normales comunes y ejemplos:

e Primer orden:

o  ejemplo: Y XY
7. = /¥, por ejemplo: T Ty
e Segundo orden:
_dzy 1] . dzy ”

3.2.2.Segun la linealidad
Una ecuacion diferencial es lineal si:
e Las funciones y derivadas aparecen en primer grado,
¢ No hay productos entre derivadas,
¢ No estan dentro de funciones no lineales (como sin(y), e?, etc.),
e Los coeficientes dependen sélo de la variable independiente.

Forma general:

an ()Y ™ + @y ()Y 4+ ()Y + ag()y = g(x)

Ejemplos no lineales:

Yoy
Yy y = In(x)

dZ

d_x}zl +e’=x
3
A A I
e +y 0
Ejemplo lineal:
d’y  _dy
w+ Sa— 6y = cos(x)
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3.2.3.Segun la homogeneidad

En el caso de ecuaciones diferenciales lineales, una ecuacion se clasifica como:

e Homogénea: si todos los términos de la ecuacion contienen a la funcion
incégnita y o a alguna de sus derivadas, y el lado derecho (también

llamado segundo miembro) de la ecuacion es igual a cero.

Por ejemplo, la ecuacion:

es homogénea porque todos los términos del lado izquierdo involucran a y o su derivada,

y el lado derecho es exactamente cero.

No homogénea: si en el lado derecho aparece un término que no

depende de y ni de sus derivadas, es decir, un término independiente.

Por ejemplo, la ecuacion:

dy
—~ 43y =¢e*
dx+ y=e

es no homogénea porque el lado derecho contiene un término independiente e”*,

que no esta relacionado con la funcién incognita.

Importancia: Esta distincion es relevante porque la solucién general de una

ecuacion lineal no homogénea se obtiene sumando:
e La solucién general de la ecuacion homogénea asociada, y
e Una solucion particular de la ecuacion no homogénea.

3.2.4.Clasificacion por tipo: EDO vs EDP

Ecuaciones Diferenciales Ordinarias (EDO):

Involucran derivadas ordinarias respecto a una sola variable independiente.
Ejemplos:

d?z dx dy

dz
—+ 4z = In(x), z=0, —+2x———=0

dx a2t

Notacién prima:
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z'+4z=In(x), z"+z=0 x'—y ' +2x=0

Ecuaciones en Derivadas Parciales (EDP):

Involucran derivadas parciales respecto a dos o0 mas variables independientes.
Ejemplos:
0°T  0°T
—_—t =
d0x?  0dy?
0%u 0%u

=0

6v+aw_0
ox dy

Notacioén por subindices:

Tux +Tyy =0, Uy — Uy =0, v +w, =0
3.2.5.0tras clasificaciones utiles

Ademas del orden, la linealidad y el tipo de derivadas, existen otras
caracteristicas importantes que permiten clasificar las ecuaciones diferenciales
de manera mas precisa. Estas clasificaciones son utiles para identificar
propiedades del sistema que se modela y para elegir estrategias de solucién

apropiadas.

e Auténoma: una ecuacion es autbnoma si la variable independiente (por
ejemplo, x) no aparece de manera explicita en la ecuacion. Sélo interviene
la funcidn incégnita y y sus derivadas.

dy _ y2
dx
En este caso, x no aparece en el lado derecho. Las ecuaciones autonomas

suelen tener soluciones cuya forma depende unicamente de las condiciones

iniciales.

¢ No auténoma: si la variable independiente si aparece explicitamente en

la ecuacioén, entonces se clasifica como no autébnoma.
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dy
dx_xy

Aqui, x aparece en el segundo miembro, lo que puede introducir una
dependencia mas compleja del comportamiento del sistema respecto al tiempo

0 espacio.

e Con coeficientes constantes: si los coeficientes que acompafiana y y
sus derivadas son numeros fijos (es decir, no dependen de x), se dice que

la ecuacion tiene coeficientes constantes.
y'+3y'"+2y=0

Estas ecuaciones suelen ser mas sencillas de resolver y admiten soluciones

analiticas mediante métodos algebraicos.

e Con coeficientes variables: cuando los coeficientes dependen de la
variable independiente, se clasifican como ecuaciones con coeficientes

variables.
x?y"—xy'+y=0

Este tipo de ecuaciones es mas comun en problemas fisicos donde las

propiedades del sistema cambian con el tiempo o el espacio.

e Explicita: si la derivada de la funcion esta despejada, se dice que la

ecuacion es explicita.

dy x?
dx vy
Estas ecuaciones permiten aplicar directamente métodos de integracién o

separacion de variables.

¢ Implicita: sila derivada aparece en una expresion que no esta despejada,

la ecuacion es implicita.

En estos casos, puede ser necesario manipular algebraicamente la ecuacion

para obtener la derivada de forma explicita o aplicar métodos especificos.
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3.3. Tipos de soluciones de una ecuacion diferencial

Resolver una ecuacion diferencial significa encontrar una o mas funciones que
satisfacen la relacion planteada entre una funcién desconocida y sus derivadas.
Sin embargo, existen distintos tipos de soluciones segun el contexto del

problema y las condiciones impuestas.
3.3.1.Solucién general

Es una familia de funciones que incluye todas las posibles soluciones de una
ecuacion diferencial. En una ecuacion de orden n, la solucién general contiene
n constantes arbitrarias, que reflejan la libertad que ofrece la ecuacién antes de

imponer condiciones.

Por ejemplo, para la ecuacion:

dy
- = k
dx Y
la solucion general es:
y(x) = Ce**

donde C es una constante arbitraria. Cada valor de C define una curva diferente

dentro de la familia de soluciones.
3.3.2.Solucidén particular

Una solucidén particular se obtiene al imponer condiciones adicionales, como
valores iniciales. Estas condiciones permiten determinar valores concretos de las

constantes presentes en la solucién general.
Siguiendo el ejemplo anterior, si se establece la condicion y(0) = 2, se obtiene:
y(x) = 2ek*

que corresponde a una unica curva dentro de la familia general.
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3.3.3.Solucién singular

Una solucién singular es una solucién que no puede obtenerse a partir de la
solucion general mediante la eleccion de constantes. Generalmente, aparece en
ecuaciones no lineales y representa un comportamiento especial del sistema.
Por ejemplo:

2

-

tiene como solucion general:

- (55

pero también posee una solucion singular:

y(x)=0

gue no se puede obtener con ningun valor de C.
3.3.4.Curvas solucion e interpretaciéon geométrica

Cada solucion de una ecuacion diferencial se puede representar como una curva
en el plano que satisface la relacion entre y y sus derivadas. Estas curvas,
llamadas curvas integrales, permiten visualizar el comportamiento del sistema

en funcion del parametro o condiciones iniciales.

Cuando no se imponen condiciones, se obtiene una familia de soluciones. Al
aplicar una condicion inicial o de frontera, se selecciona una unica curva: la

solucion particular.
Ejemplo grafico: Consideremos la ecuacion:
y(x) = Cx — xcos(x)

Esta expresion representa una familia de soluciones para diferentes valores del parametro
C. En la siguiente figura puede verse como cada curva corresponde a un valor distinto de

C. Todas cumplen la misma ecuacion diferencial, pero representan diferentess escenarios.

Aplicacién del Calculo Diferencial e Integral y de las Ecuaciones Diferenciales peig- e



(o711 'Y ||A Ecuaciones Diferenciales

Figura 42.

Gréfica de curvas solucién de una EDO

Nota: Autores (2026)

En el caso particular € = 0, se obtiene:

y(x) = —xcos(x)

Este ejemplo muestra como una ecuacion diferencial simple puede tener infinitas
soluciones que dependen de un parametro libre, y cdmo una condicién concreta

determina una curva especifica dentro de esa familia.

3.3.5.Transformacion y derivaciéon de una EDO: forma implicita

y explicita

No todas las ecuaciones diferenciales se presentan directamente en su forma
final. En muchas situaciones, especialmente en fisica o ingenieria, se parte de
una relacion funcional mas compleja y, al aplicar derivadas, se obtiene la

ecuacion diferencial que modela el fendmeno.

Este proceso implica aplicar las reglas de derivacion adecuadas (producto,
cadena, etc.) y luego reorganizar la expresion para obtener, si es posible, una

forma explicita para la derivada.
Ejemplo:
Dada la expresion:

fO,y)=3x*y +In(y)-x =5
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Aplicamos derivacion con respecto a x, considerando que y = y(x) es funcién

de x:

d d d

— (32 — -

- (3x2) + —— (xIn(») = -~ (5)
Aplicando la regla del producto en ambos términos:

dy 1 dy
2_Z e —_— =
6xy + 3x dx+ln(y)+x 5 dx 0

. . da
Agrupando los términos con d—i’:

, , x\dy
3x +; E+6xy+ln(y)=0

Y despejando la derivada, se obtiene:

dy _—6xy—In(y)
dx 3x2 + 2
y
Este procedimiento permite transformar una igualdad funcional en una ecuacioén
diferencial. Inicialmente, la derivada de la funcion incégnita puede aparecer
embebida en una expresidn mas compleja: esta es la forma conocida como
implicita. Luego, al aplicar algebra y despejar, se puede obtener la forma
explicita, donde la derivada esta completamente aislada. La capacidad de pasar
de una forma a otra es util tanto para el analisis tedrico como para la aplicacién

de métodos de resolucion.
3.3.6.Diferencia entre funcién y soluciéon: dominio y continuidad

Es importante distinguir entre una funcién cualquiera y una solucion valida de
una ecuacion diferencial. No toda funcibn que “parece encajar’ es
necesariamente una solucion, ya que una solucién valida debe cumplir ciertos

requisitos en relacion con la ecuacion y su dominio.

Para que una funcidén sea considerada solucién de una ecuacién diferencial,

debe cumplir dos condiciones esenciales:

e Ser suficientemente diferenciable en un intervalo dado (es decir, debe

tener las derivadas requeridas por la ecuacion).
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e Verificar la ecuacion diferencial en todos los puntos de ese intervalo.

Ejemplo conceptual: Consideremos la ecuacion diferencial:

dy 1
dx x
Una solucién general es:

y(x) =In|x|+C

Esta funcion esta bien definida y derivable en los intervalos (=, 0) y (0, ©), pero
no en x = 0, donde la derivada no existe. Por tanto, cualquier solucién de esta

ecuacion estara limitada a uno de esos intervalos.
Ahora, consideremos otra funcién definida por tramos:

In(x) six>0
0 six <0

fe =1

Aunque esta funcion coincide con la solucion general en parte del dominio, no

es solucion de la ecuacién en todo R porque:
e No es derivable en x =0,
e No satisface la ecuacioén diferencial en todo su dominio.

Este ejemplo muestra que una funcion definida a trozos o con discontinuidades
puede parecer una solucién, pero no cumple con las condiciones necesarias. Por
tanto, una funcién es una solucion valida de una ecuacion diferencial solo si es

derivable donde se requiere y satisface la ecuacion en el intervalo considerado.
Ejemplos: Verificacion de funciones como soluciones

A continuacién, se presentan dos ejemplos en los que se comprueba si una
funcion dada es realmente una solucién de una ecuacion diferencial. El objetivo
es verificar que la funcion propuesta sea derivable en el intervalo considerado y

que, al sustituirla en la ecuacion, se satisfaga la igualdad.

4
Ejemplo 1. Verifique si la funcion y = ’1(—6 es solucién de la ecuacion diferencial:

dy_
el
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Solucion: Derivamos la funcién propuesta:

dy d <x4> _Ax® x°

dx dx\16 _Ez 4

4
Sustituimos y = ’1‘—6 en el lado derecho de la ecuacion:

x4 x x
Wy=x s TS

4
Ambos lados coinciden, por tanto, y = ’16—6 es solucion de la ecuacion.

Ejemplo 2. Verifique si la funcidén y = ¢2* es solucion de la ecuacion:

—~_2y=0
dx Y

Solucion: Derivamos la funcién propuesta:

dy_d 2xY\ — 2x
dx_dx(e ) =2e

Sustituimos en la ecuacion:
2e%* —2e%* =0

La igualdad se cumple, por lo tanto, y = ¢?* es una solucion valida de la

ecuacion diferencial.

3.4. Problemas con valores iniciales

En muchas aplicaciones practicas no basta con conocer la ecuacion diferencial
que describe un fendmeno; también es necesario determinar una solucién
concreta que cumpla con ciertas condiciones impuestas por la situacion inicial
del problema. A este tipo de planteamiento se lo conoce como un problema con

valores iniciales (o PVI).

Un problema con valores iniciales consiste en una ecuacion diferencial junto con
una o mas condiciones que especifican el valor de la funcion (y, si es necesario,

de sus derivadas) en un punto dado.
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Definicion intuitiva

Un problema con valores iniciales de primer orden tiene la forma general:

dy
a = f(x, }’); y(xo) = yO
Aqui:
° Z_z = f(x,y) es la ecuacion diferencial,

e y(xy) =y, es la condicidn inicial, que fija el valor de la solucion en el punto

X = Xg.

El objetivo es encontrar una funcién y(x) que satisfaga simultaneamente la

ecuacion y la condicion inicial.
Ejemplo 1: Primer orden
Resolvamos el siguiente problema con valor inicial:

dy
dx

2x, y(1)=3
Primero resolvemos la ecuacion diferencial:
y(x)=[2xdx =x*+C
Usamos la condicion inicial y(1) = 3 para encontrar C:
3=(1)2+C = C=2
Por tanto, la solucion particular es:

y(x) =x%2+2

Este tipo de problema es muy comun en fisica, biologia, economia y otras areas
donde es importante modelar no sélo el comportamiento general de un sistema,

sino su evolucion a partir de un estado inicial conocido.
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Figura 43.

Gréafica de la solucion particular y(x)=x"2+2

Nota: Autores (2026)

Formulacién general

En el caso de una ecuacion diferencial de orden n, un problema con valores
iniciales se plantea de la forma:

d"y
—_ Y (Tl—l)
e f(x,y,y,...,y )

acompanado de las condiciones:

y(x0) =Yo, V' (x0) =¥1, wr YD(x0) = Ynoy

Aqui, x, es un punto dado, y los valores y, y;, ..., yn—1 SON constantes reales
especificadas. Estas condiciones fijan el valor de la funcién y de sus primeras

derivadas en un solo punto, y se denominan condiciones iniciales.

El objetivo es encontrar una funcién y(x) que satisfaga tanto la ecuacion como

las condiciones dadas.

En muchos sistemas fisicos, la variable independiente suele ser el tiempo. Por
ejemplo, si y(t) representa la posicion de un objeto y su derivada y’'(t)
corresponde a la velocidad, entonces un problema con valores iniciales como
y(ty) =vyo Y ¥'(ty) = vy, especifica el estado del objeto en un instante inicial ¢,.
Es precisamente en este contexto donde surge con naturalidad el término

condicién inicial, ampliamente usado en la modelacién de fenémenos dinamicos.
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Ejemplo 2: Segundo orden

Considere la ecuacion diferencial:
x"+9x =0
Encuentre la solucion del problema de valor inicial:
x(0)=1, x'(0)=3
Sabemos que la solucién general es:
x(t) = c;c0s(3t) + c,sin(3t)

Interpretacion geométrica. Resolver este problema con valores iniciales implica

encontrar una curva que:
e Pase por el punto (0,1), es decir, x(0) = 1,
e Y cuya pendiente en ese punto sea igual a 3, es decir, x'(0) = 3.

Esto significa que, entre todas las soluciones posibles de la ecuacién diferencial,
seleccionamos aquella que cumple exactamente con ambas condiciones. La
derivada inicial determina la inclinacion de la curva en el punto t = 0, lo cual se

puede visualizar mediante la recta tangente en ese punto.
Calculo de constantes.
Aplicamos las condiciones iniciales para determinar c; y c,.
Evaluamos x(0):
x(0) = cyc0s(0) + c,s5in(0) = c; (1) +¢c,(0)=¢c; =2 ¢, =1
Derivamos la solucién general:
x'(t) = —3c¢;sin(3t) + 3c,cos(3t)
Evaluamos x'(0):
x'(0)=-3¢;:04+3¢c;,:1=3¢c;, ¢, =1
Por tanto, la solucion particular es:

x(t) = cos(3t) + sin(3t)
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Recta tangente en ¢t = 0. La recta tangente a la curva x(t) en el punto t = 0 se

obtiene como:
L(t)=x"(0)(t—0)+x(0)=3t+1

Esta recta representa la direccion en la que parte la solucién desde su punto

inicial, y sirve para visualizar cémo influye la derivada en la forma de la curva.

En la siguiente figura se muestra la solucion particular y su recta tangente en un

entorno cercanoat = 0:

Figura 44.

Solucién del problema con valor inicial x"+9x=0.

Nota: Autores (2026)

3.5. Teoremas de existencia y unicidad (enfoque intuitivo y

formal)
Cuando resolvemos un problema con valor inicial, como:

dy
2z =Gy y(xo) = Yo
una pregunta fundamental es: ;Existe una solucion que cumpla con esa

condiciéon? ;Y esa solucién es unica?

Estas preguntas no solo son tedricas. En modelos fisicos, bioldgicos o
econdmicos, es crucial saber si las condiciones iniciales determinan de forma

inequivoca el comportamiento del sistema.
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3.5.1.Interpretacién geométrica del campo de direcciones

Una forma intuitiva de comprender como evolucionan las soluciones es mediante
el uso de un campo de direcciones. Este se construye al asociar a cada punto
(x,y) del plano un pequefio segmento de recta cuya pendiente es f(x,y). Estos
segmentos, llamados elementos lineales, indican la direccion que seguiria una
solucidn si pasara por ese punto. Asi, aunque no conozcamos la solucién exacta,

podemos visualizar hacia donde se dirige.
Ejemplo grafico:

Z—z = 0.2y En el punto (2,3), la pendiente es: f(2,3) =0.2-3 =0.6

La siguiente figura muestra:
e En (a), el elemento lineal con pendiente 0.6 en el punto.

e En (b), una curva solucién (de tipo y = Ce%?¥) que pasa por ese punto y

es tangente al campo.

Figura 45.

Campo de direcciones local para dy/dx=0.2y

Nota: Autores (2026)
Esta representacion permite intuir que, si el campo de direcciones es suave y no
presenta discontinuidades, desde un punto solo puede salir una curva solucion.

Esto nos conduce al teorema que formaliza esa idea.
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3.5.2.Teorema de existencia y unicidad

Considérese el problema con valor inicial:
dy
2z =Sy y(xo) = Yo

. ., , 0 . .
Si la funcién f(x,y) y su derivada parcial é son continuas en una region que

contiene al punto (x,, y,), entonces:

e Existe una unica solucidon y(x) definida al menos en un intervalo

alrededor de x,.

Interpretacion intuitiva: El teorema nos dice que el problema esta bien planteado:
hay una unica trayectoria que parte de (x,, y,) y sigue las direcciones impuestas
por la ecuacion. Sin embargo, si alguna de las condiciones de continuidad falla,
entonces puede que no exista solucion, o que existan varias soluciones

distintas para el mismo punto inicial.
3.5.3.Analisis cualitativo mediante campos de direcciones

Los campos de direcciones nos permiten evaluar si el comportamiento esperado

de una EDO puede o no sostenerse con unicidad.
Ejemplo 1: Unicidad garantizada

dy

La funcién f(x,y) = y y su derivada Z—i = 1 son continuas en todo el plano. Por

tanto, el teorema se cumple. La unica solucion es:

y(x) = 2e”*
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Figura 46.

Campo de direcciones para dy/dx=y

Nota: Autores (2026)

Ejemplo 2: Sin unicidad

dy
2= VI y(©@ =0

Aunque ./|y| es continua, su derivada respecto a y no lo es en y = 0, por lo que
el teorema no se puede aplicar. Y en efecto, hay multiples soluciones que

cumplen la condicion inicial:
e y(x)=0
. y(x)=i(x—c)2,parax20yc=0

El campo de direcciones generado para y > 0 muestra ambas curvas pasando
por (0,0). Como podemos observar en la Figura 3.6, aunque el campo de
direcciones ha sido generado unicamente para y > 0, es instructivo observar que

si extendiéramos artificialmente el campo hacia x < 0, notariamos que la curva
1 s o
y = sz ya no es tangente a las flechas en esa regién. Esto pone de manifiesto

que no toda curva suave puede ser considerada una solucioén de una EDO,
ya que debe ser tangente al campo de direcciones en todos los puntos de su

dominio.
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Esta representacion ayuda a reforzar visualmente lo que el teorema de existencia

y unicidad asegura: si las condiciones no se cumplen, pueden aparecer
soluciones multiples, o soluciones no unicas como en este caso. El campo de
direcciones se convierte asi en una herramienta poderosa para analizar
cualitativamente el comportamiento de las soluciones y detectar posibles

bifurcaciones o ambigliedades.

Figura 47.
Campo de direcciones para dy/dx=V(y|)

Nota: Autores (2026)

3.6. Superposicion de curvas solucion en campos de

direcciones

Una vez entendido qué representa un campo de direcciones, podemos dar un
paso mas alla y visualizar como se comportan diferentes soluciones de una
ecuacion diferencial al ser superpuestas sobre dicho campo.Un campo de
direcciones proporciona una "guia" local: en cada punto, la pendiente de la curva
solucién debe coincidir con la direccién de la flecha. Esto significa que una curva
es una solucioén valida de la EDO si y solo si es tangente al campo en todos

sus puntos.
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Ejemplo ilustrativo: Consideremos la ecuacién diferencial:

dy
dx_y x

Para construir el campo de direcciones, calculamos la pendiente en distintos

puntos del plano usando la funcién f(x,y) = y — x. Luego, podemos intentar

representar algunas curvas que podrian ser soluciones de esta ecuacion.

Para visualizar el comportamiento de las soluciones de la ecuacion sin resolverla
de forma explicita, se construye un campo de direcciones. Este se elabora de la

siguiente manera:

a) Elegir una malla de puntos: se selecciona un conjunto de coordenadas

(x,y) sobre una cuadricula. Por ejemplo, x = -3,-2,..,3yy =-3,-2,...,3.

b) Evaluar la pendiente en cada punto: se evalua la funcion que define la
ecuacion diferencial, es decir, f(x,y) =y —x. Esta evaluacion nos da
directamente la pendiente que tendria una solucion si pasara por ese punto.

Ejemplos:
e f(0,0) = 0 — pendiente horizontal.
e f(2,1) = —1 — pendiente negativa.
e f(—1,2) = 3 — pendiente positiva e inclinada.

c¢) Dibujar un pequeiio segmento con esa pendiente: en cada punto se traza

un segmento que indica la direccion que seguiria una curva si pasara por alli.

d) Curvas tangentes al campo: una curva es solucion de la EDO si en cada
punto es tangente a la direccion del campo. Esto permite explorar el
comportamiento cualitativo de las soluciones, incluso sin conocer su

expresion analitica.
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Figura 48.

Campo de direcciones para dy/dx=y-x con dos curvas

Nota: Autores (2026)

En la figura se muestran:
e Un conjunto de flechas que representan el campo de direcciones.
e Una curva azul que es tangente al campo en cada punto.

¢ Una curva roja punteada que no respeta las pendientes, por lo tanto, no

es solucion.

Idea clave: Un campo de direcciones no muestra soluciones exactas, pero si
delimita todas las posibles trayectorias que una solucién puede seguir. Las
curvas que no respetan las pendientes indicadas por el campo no pueden ser

soluciones validas.

Esta representacion visual es particularmente util cuando no se puede encontrar
la solucion explicita de la ecuacion diferencial. En tales casos, el campo de
direcciones permite aproximar soluciones y explorar su comportamiento
cualitativo: crecimiento, decrecimiento, puntos criticos, convergencia o

divergencia.
Verificacion de tangencia mediante calculo

Para reforzar la idea de tangencia entre una curva y su campo de direcciones,

realizamos una comprobaciéon formal utilizando derivadas.
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Curva azul: Sea la funcion solucion:

yx)=x+1-—¢e*
. . . .o d
Calculemos su derivada y verifiquemos que satisface la ecuacion é =y—x:

e y(0)=0+1-1=0

ay _ 4 x4 _
° dx—l e zdx(O)—O

e Evaluamos el campo en el mismo punto: f(0,y(0)) =0—-0=0

Como la derivada de la funcion y la pendiente del campo coinciden en ese punto,
concluimos que la curva es tangente al campo y, por tanto, una solucién

valida.
3.6.1.1.1. Curvaroja:

Sea la funcion y(x) = —x? + 2, que se ha dibujado como posible solucién:

e y(0)=2
ay _ _ ay _
* = 2x=>dx(0)—0

e Evaluamos el campo: f(0,2) =2-0=2

En este caso, la pendiente de la curva y la del campo no coinciden, por lo que

la curva no es tangente al campo y no puede ser una solucion.

3.6.1.2. Visualizacién digital: Campo de direcciones en
MATLAB

A continuacion, se presenta un script en MATLAB que permite construir de forma

automatica el campo de direcciones correspondiente a la ecuacién diferencial:

dy_
dx_x Y

El cédigo genera una malla de puntos en el plano, evalua la pendiente en cada

punto y dibuja una flecha en la direccion correspondiente.

Codigo MATLAB para graficar el campo de direcciones de dy/dx =x — y
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% Definir una malla de puntos (x, y) sobre el plano
[x, y] = meshgrid(-1:0.5:2, -4:0.5:2);

% Evaluar la pendiente en cada punto de la malla
%usando la EDO: dy/dx =y - x
dydx = y - x;

% Calcular la magnitud de cada vector para normalizarlo
% magnitude = sqrt(1 + dydx."2);

% Normalizar los vectores para que todas las flechas tengan
% la misma longitud

u =1 ./ magnitude; % Componente horizontal (x) del vector
% normalizado
v = dydx ./ magnitude; % Componente vertical (y) del vector

% normalizado

% Crear la figura y graficar el campo de direcciones

figure;
quiver(x, y, u, v, 0.5, ’k?’); % Dibuja flechas negras del campo
hold on; % Mantener la figura activa para

% afiadir la curva solucidn

% Afiadir titulo y etiquetas de ejes

title(’Campo de direcciones para dy/dx =y - x’);
xlabel(’x?);

ylabel(’y’);

axis tight; % Ajusta los limites de los ejes al contenido
grid on; % Afiade rejilla para facilitar la lectura

% Graficar la curva solucidén y = x + 1 - exp(x)
x_vals = linspace(-1, 2, 200); % Crear valores de x para
% graficar la solucidn
y_vals = x_vals + 1 - exp(x_vals); % Evaluar la solucidén en
% esos puntos
plot(x_vals, y_vals, ’b’, ’LineWidth’, 2); % Dibujar curva
% solucidén azul

% Afiadir leyenda
legend(’Campo de direcciones’, ’Curva solucidén \( y = x + 1 - e
\)?, ’Location’, ’best?’);

X

hold off; % Finalizar la figura
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Ecuaciones Diferenciales de Primer Orden

Introducciéon general

Las ecuaciones diferenciales de primer orden son fundamentales en el estudio
de modelos que describen fendmenos dinamicos donde interviene una uUnica
derivada de la funcién incégnita. Su sencillez estructural permite una amplia
gama de aplicaciones, desde problemas de crecimiento poblacional y leyes de

enfriamiento hasta circuitos eléctricos y movimientos de cuerpos.

En esta unidad se estudiaran las principales familias de ecuaciones de primer
orden que pueden resolverse analiticamente. Para cada una se presentara su
forma caracteristica, el método de solucién correspondiente, ejemplos resueltos

paso a paso Yy, cuando sea posible, una interpretacion geométrica o visual.

Ademas, se exploraran técnicas como las sustituciones utiles y el uso de factores
integrantes, herramientas que permiten transformar ecuaciones no resolubles
directamente en formas mas accesibles. Finalmente, se reforzara el concepto de
condicion inicial, elemento clave para seleccionar una solucidn unica dentro de

la familia general.

4.1. Ecuaciones de variables separables

Muchas ecuaciones diferenciales de primer orden se pueden resolver mediante
el método de separacion de variables. Este método es uno de los mas directos
y accesibles, y se aplica cuando la ecuacién puede escribirse como el producto

de una funcién de x y otra de y.
4.1.1.Definicién

Una ecuacién diferencial de primer orden se dice de variables separables si

puede expresarse en la forma:

d
— = g(®) - h()
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Esto permite separar las variables multiplicativamente y reescribir la ecuacién

como.

"G dy = g(x) dx

De este modo, ambas variables quedan en lados opuestos de la ecuacion y se

puede integrar directamente.
Método de resoluciéon
Para resolver una ecuacion de variables separables:

1) Separar las variables: Reescribir la ecuacion en la forma

h( ) dy = g(x)dx

2) Integrar ambos lados:

J =

h( ) dy = [ g(x)dx

3) Resolver la ecuacién resultante: Obtener y como funcién explicita o

implicita de x, segun sea posible.

4) (Opcional) Aplicar condiciones iniciales si se desea hallar una solucién

particular.
Ejemplo 1
Resolvamos la siguiente ecuacién diferencial:

dy
dx_x y

e Paso 1. Separar variables:
! d d
- =Xxax
y y

e Paso 2. Integrar ambos lados:

2

1
f;dy=fxdx = In|y| = —+C
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e Paso 3. Despejar y:

o x2
ly| =e2"" =Ce2 (donde C > 0)

x? x?
2 2

= y(x) = t£Ce o simplemente y(x) = Ce
Ejemplo 2
Resolvamos la ecuacion:

dy x
dx y+1

e Paso 1. Separar variables:
(y+1)dy =xdx

e Paso 2. Integrar ambos lados:

2

f(y+1)dy=fxdx=>y—+y=x +C

2
2 2

e Paso 3. Forma implicita:

e Paso 4. (Opcional) Forma explicita resolviendo la ecuacién cuadratica
Multiplicamos por 2:
y2+2y=x*+C" dondeC’' =2C

Esto es una ecuacion cuadratica en y, que se resuelve como:

2+ J4+402+C) 2+ 2V1+x2+C

= =—-1++1 2 !
y > > + +x44+C

Nota: Esta forma explicita presenta dos posibles ramas. Sin una condicion inicial,
no es posible determinar cual de ellas corresponde a la solucién buscada. Por

ello, muchas veces es preferible dejar la solucién en forma implicita.
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4.2. Ecuaciones lineales de primer orden

Las ecuaciones diferenciales lineales de primer orden constituyen una clase muy
importante y frecuente en aplicaciones fisicas, quimicas, bioldgicas y
econdmicas. Su estructura permite aplicar un método general de resolucién

basado en el uso del factor integrante.
4.2.1.Definicién

Una ecuacion diferencial de primer orden se dice lineal si puede escribirse en la

forma:

dy B
—+P)y = Q)

donde P(x) y Q(x) son funciones continuas de la variable independiente x en un

intervalo dado.
421.1. Método de resolucion mediante factor integrante
Para resolver una ecuacion de la forma:

dy B
—+P@)y = Q)

se sigue el siguiente procedimiento:

1) Calcular el factor integrante:
w(x) = efP(x)dx
2) Multiplicar toda la ecuacién por u(x):
u(x) Z—z T u)P(x)y = u(x)Q(x)

3) Ellado izquierdo se convierte en la derivada de un producto:

d

e Y] = p()Q(x)
4) Integrar ambos lados:

u@)y = ux)Q)dx +C
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5) Despejar y(x):

1
y(x) = @(f H()Q(x) dx +C)

4.2.2.; Por qué se calcula el factor integrante?

La ecuacion diferencial lineal de primer orden tiene esta forma:

dy B
—+P)y = Q)

Este tipo de ecuaciones no puede resolverse directamente a menos que

podamos convertirla en una forma integrable, como:

d
Ix [u(x)y] = u(x)Q(x)

La funcion u(x) que usamos para multiplicar ambos lados se llama factor
integrante. Su propdésito es transformar el lado izquierdo en la derivada exacta
de un producto, es decir, convertir la ecuacion en una forma que se pueda

integrar con facilidad.
¢Por qué se usa la funcién exponencial?
Veamos como se obtiene:
Queremos que al multiplicar la ecuacién por u(x), el lado izquierdo se convierta
en:
dy 4 p _d
pC) -+ u()P )y =~ [1(x)y]

Aplicando la regla del producto a la derivada de u(x)y:

d o, N dy
I HO)Y] = 1 ()y + () =
Entonces, para que las expresiones coincidan, necesitamos que:

W@y =u@P®y = u'x)=ux)Px)

Esta ultima es una ecuacién diferencial separable, cuya solucién se encuentra

del siguiente modo:
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Paso 1: Separar variables
! d P(x)d
- = X X
Pl

Paso 2: Integrar ambos lados

1
J " dp = [ P(x) dx = In|u(x)| = [ P(x) dx
(Nétese que omitimos la constante de integracién, ya que se absorbe luego en
la constante general de la solucion).
Paso 3: Despejar u(x)
u(x) = efp(x) dx

Resultado final: Esta es la razdn por la que el factor integrante toma la forma
exponencial. Su propdsito es permitir que el lado izquierdo de la ecuacion original
se transforme en una derivada de producto, lo que facilita su resolucién mediante

integracion directa.
Ejemplos resueltos de ecuaciones lineales
Ejemplo 1

Resolver la ecuacion:

- =2
dx+y

e Paso 1. Identificar P(x) y Q(x):
P(x)=1, Qx)=2
e Paso 2. Calcular el factor integrante:
p(x) = efP(x)dx — efldx = X

e Paso 3. Multiplicar toda la ecuacion por u(x) = e*:

dy
exa +e*y = 2e*

d
X)) = 2eX
=>dx(e y) e
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e Paso 4. Integrar ambos lados:

ey = [ 2e*dx = 2e* +C
e Paso 5. Despejar y:
y(x)=2+Ce™™*
Ejemplo 2
Resolver la ecuacion:

dy+2 = si >0
I xy—sm(x), x

e Paso 1. Identificar P(x) y Q(x):

P) =2, Q) =sin()

X

e Paso 2. Calcular el factor integrante:

2
u(x) = el X% = p2inix| — 42 (valido para x > 0)

e Paso 3. Multiplicar toda la ecuacién por x?:

d
x? % + 2xy = x?%sin(x)

= :—x(xzy) = x2sin(x)
e Paso 4. Integrar ambos lados:
x%y = [ x?sin(x) dx + C
Aplicamos integracion por partes:
[ x%sin(x) dx = —x?cos(x) + 2xsin(x) + 2cos(x)
e Paso 5. Despejar y:

x?y = —x? cos(x) + 2xsin(x) + 2 cos(x) + C

—x2cos(x) + 2xsin(x) + 2cos(x) + C
xZ

= y(x) =
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Ejemplo 3

Resolver la ecuacion:

dy . B 7r< <7r
I an(x)y = sec(x), con 5 <x <3

e Paso 1. Identificar P(x) y Q(x):
P(x) = —tan(x), Q(x) = sec(x)
e Paso 2. Calcular el factor integrante:
Uu(x) = el “An@dx — gIn(eos() = ¢og(x)

e Paso 3. Multiplicar toda la ecuacién por cos(x):

cos(x) d_ic] — cos(x)tan(x)y = cos(x)sec(x)
d
_ =1
= Ix [cos(x)y]
e Paso 4. Integrar ambos lados:
cos(x)y=[1ldx=x+C

x+C
cos(x)

= y(x) =

4.3. Ecuaciones exactas

Las ecuaciones exactas constituyen una clase importante de ecuaciones
diferenciales de primer orden. Tienen una estructura especial que permite
resolverlas mediante funciones potenciales, es decir, derivadas totales de una

funcién escalar de dos variables.

Una ecuacion diferencial se dice exacta si puede escribirse en la forma:
M(x,y)dx + N(x,y)dy =0

y existe una funcién ¥ (x, y) tal que:

9 d
%= M(x,y), %= N(x,y)

Aplicacion del Calculo Diferencial e Integral y de las Ecuaciones Diferenciales 2 1



(TN RV Ecuaciones Diferenciales de Primer Orden

Entonces, la ecuacion se convierte en:

dg=0 = Yy ==C
donde C es una constante arbitraria.

Conceptos clave

¢ Qué tipo de funcion es y(x,y)?

Es una funcion escalar de dos variables: 1: R? —» R. Esto quiere decir que el valor

de y depende tanto de x como de y.

Por tanto, no podemos hablar de una unica derivada como en funciones de una
sola variable: necesitamos considerar como cambia i cuando cambia cada una

de sus variables de forma independiente.

. . . . d . .
Derivadas parciales. La derivada parcial con respecto a x, denotada a_f’ indica

cdmo cambia y si variamos solo x y mantenemos y constante. Analogamente
0y

para 7.

Diferencial total. Representa el cambio total de la funcion cuando cambian

ambas variables a la vez:

op oY
dl/) —adx+@dy

Cada término indica el cambio producido por una variacion en x o en y,

respectivamente. Sumados, dan el cambio total de .

w oy

Relacion con ecuaciones exactas. Si se cumple que M = Pl 3y

entonces la ecuacion diferencial puede escribirse como:
Mdx+ Ndy=dy = dyp=0=>v¢Y(xy)=C

Interpretacion geométrica. Y (x,y) = C representa una curva de nivel (por
ejemplo, lineas de altitud en una montafa). Caminar a lo largo de esa curva no

cambia el valor de 1, lo que se expresa con dy = 0.
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Criterio de exactitud

Para que la ecuacion sea exacta, debe cumplirse:

oM _ ON
dy ox

en una regiébn donde M y N sean continuas y tengan derivadas parciales
continuas.

Método de resolucion

1) Verificar que la ecuacion es exacta:

oM 0N
dy ox

2) Integrar M(x,y) respecto de x:
W(x,y) = [ M(x,y) dx + h(y)
donde h(y) es una funcion a determinar.
3) Derivar ¥ (x,y) respecto a y:

oy 0
% = @(f M(x,y) dx) + h'(y)

4) Igualar con N(x,y) y despejar h'(y):

9
h'(y) =N(x,y) - @(f M(x,y) dx)

Luego se integra para obtener h(y).
5) Escribir la solucion general:
Y(x,y) =C
Ejemplo 1
Resuelve la ecuacion:

2x +y)dx+ (x+3y?)dy =0
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e Paso 1: Verificar la exactitud

M(x,y) =2x+y, N(x,y) = x + 3y?

amM _ . on

1.9 _¢
oy T ax

oM _ 0N ‘s
Como E = L la ecuacion es exacta.

e Paso 2: Integrar M respecto a x

Y, y) = [ @x+y)dx =x*+xy + h(y)

e Paso 3: Derivar y respectoa y

a¢_ ! 12 _ 2
@—x+h(y):x+h(y)—x+3y

>hy)=3y’=>h@y)=y>+C
e Paso 4: Solucién general
Yx,y)=x*+xy+y*=C
Ejemplo 2
Resuelve la ecuacion:
Bx?—y)dx+ (—x+4y3)dy =0

e Paso 1: Verificar la exactitud

oM ON
= 2 _ = — 32 = — _—= —1
M = 3x y, N x + 4y 3y '
oM ON .
Como E = a, la ecuacion es exacta.

e Paso 2: Integrar M respecto a x
P(x,y) = [ Bx* —y)dx = x* —xy + h(y)
e Paso 3: Derivar y respectoa y

a¢_ hl — h’ =4 3
a__ﬁ ) =N(x,y) = h'(y) =4y

=>h(y)=y*+C
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e Paso 4: Solucién general

Y, y) =x*—xy+y*=C
Ejemplo 3
Resuelve la ecuacion:
(e*cosy +y)dx + (—e*siny + x)dy =0
e Paso 1: Verificar la exactitud
M = e*cosy +y, N = —e*siny + x
Z—IZ = —e*siny + 1, g—: = —e*siny + 1

oM _ 0N ‘s
Como E = L la ecuacion es exacta.

e Paso 2: Integrar M respecto a x
Y(x,y) = | (e*cosy + y) dx = e*cosy + xy + h(y)
e Paso 3: Derivar y respectoa y

0
% = —e*siny+x+h'(y)=N(x,y)=>h'(y)=0=>h(y)=C

e Paso 4: Solucién general

Y(x,y) =e*cosy+xy=C

4.4. Resolucion de ecuaciones con condiciones iniciales

Cuando se conoce una condicion del tipo y(x,) = y,, se puede encontrar la
solucién particular de una ecuacion diferencial que ya se ha resuelto en su
forma general. Esto se logra sustituyendo el punto dado para determinar el valor

de la constante de integracion.
Ejemplo 1 — Ecuacion de variables separables

Resuelve:

v_, 0) = 3
T = 2%V y(0) =
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Paso 1: Separar variables
! d 2xd
- =X ax
y y
Paso 2: Integrar ambos lados
1
f;dy=f2xdx=>1n|y| =x2+C

Paso 3: Despejar y

ly| = e**+C = Ce** = y = Ce*’
Paso 4: Usar la condicién inicial y(0) = 3

y(0O)=C-e°=C=>C=3
Solucioén particular
y = 3e

Ejemplo 2 — Ecuacion lineal de primer orden
Resuelve:

dy+ =2 0)=1
I TV =2, y(0) =

Paso 1: Identificar los coeficientes:

P(x)=1,0Q0(x) = 2x

Factor integrante:
u(x) = el P dx — px

Paso 2: Multiplicar toda la ecuacién por u(x)

dy
exa +e*y = 2xe*

= a(exy) = 2xe”*

Paso 3: Integrar el miembro derecho

[ 2xe* dx = 2xe* — 2e*
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e*y=2xe*—-2e*+C=>y=2x—-2+Ce™

Paso 4: Aplicar y(0)=1
1=0-24+C=>C=3
Solucioén particular
y=2x—2+3e™*
Ejemplo 3 — Ecuacion exacta con condicion inicial
Resuelve:
QRx+y)dx+ (x+3y)dy=0, y(1)=1
Paso 1: Verificar la exactitud
M(x,y) =2x+y, N(x,v)=x+3y?

6M_1 aN_1
dy ' ox

oM 0N

Como — = —, la ecuacion es exacta.
Jdy 0x

Paso 2: Integrar M respecto de x
Y(x,y) = 2x+y)dx =x*+xy +h(y)
Paso 3: Derivar respecto a y e igualar con N

a¢_ ! 12 _ 2
@—x+h(y)$x+h(y)—x+3y

>hy)=3y’=>h@y)=y>+C
Paso 4: Solucién general
Yx,y)=x*+xy+y>*=C
Paso 5: Aplicar la condicién inicial y(1)=1

12+1()+13=C>C=3
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Solucioén particular

x2+xy+y3=3
Resumen comparativo de métodos de resoluciéon

A continuacion, se presenta un resumen con las formas tipicas de ecuaciones
diferenciales de primer orden, el procedimiento usual para resolverlas, y su forma

general de solucion.

Tabla 5.

Comparacion de métodos de resolucion para EDOs de primer orden

Forma

Método . Procedimiento clave Solucién general
estandar
VS dy Separar variables:
—=g)h®») J 7= dy=[g()dx
dx L dy = g(x)dx e h( )
h(y) +C
integrar
EL dy Multiplicar por el factor
—+P d
dx + Py integrante: ux) = Y= u(x )U HEIQ(x) dx
=Q(x) eJ P(x) dx +C)
EE M(x,y)dx Integrar M respecto a x, Y(x,y) = C, donde dy =
+ N(x,y)dy luego comparar con N Mdx + N dy
=0 para encontrar h(y)

Nota: Autores (2026).

Observaciones:

e Si no es posible separar variables ni tiene forma lineal, verificar si es

exacta.

e Sila ecuacion no es exacta, puede ser transformada en exacta mediante

un factor integrante, que se estudia mas adelante.

e Las condiciones iniciales permiten determinar la constante de

integracion y obtener una solucion particular.

4.5. Modelado con EDOs de primer orden

En esta seccidn se exploran situaciones reales que pueden representarse

mediante ecuaciones diferenciales de primer orden. Muchos fendmenos fisicos,
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quimicos y biolégicos presentan tasas de cambio que dependen de la cantidad

presente en un instante dado. Esto permite construir modelos matematicos utiles

para predecir su comportamiento a futuro.
4.5.1.Desintegracion radiactiva

Un caso clasico es la desintegracién de una sustancia radiactiva, donde la tasa
de desintegracion es directamente proporcional a la cantidad de material

presente. Este tipo de procesos da lugar a una ecuacién de la forma:

dm I
ac
donde:

e m(t): masa del material en el instante ¢,

e k > 0: constante de desintegracion.

Ejemplo: Un laboratorio detecta que un nuevo isétopo se desintegra a una tasa
proporcional a su masa. Se dispone inicialmente de 50 mg del isétopo, y al cabo

de dos horas se ha reducido al 90% de la masa original.
e Encuentre una expresion para la masa restante en funcion del tiempo.
e ;Cuanta masa queda después de 4 horas?
e ;Cual es la vida media del material?
Solucién:
a) Modelado de la ecuacién y solucién general
La ecuacion diferencial que describe este fendmeno es:

dm_

- km

que es de variables separables. Separando e integrando:
1
fadm= —[ kdt = In|m| = —kt + C.

Aplicando exponencial a ambos lados:
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m(t) = Ce k.

Usamos la condicion inicial m(0) = 50 para determinar C:
m(0) = Ce® =C = C =50 = m(t) = 50e*,
b) Usamos el dato adicional para determinar k

Se sabe que después de 2 horas queda el 90%:

45
m(2) = 0.9 -50 = 45 = 50e™ %k = 0= e %k = e=2k =09,

Aplicamos logaritmo:

1
2k =1n(0.9) = k = ~1n(0.9) ~ 0.05268.

Entonces:
m(t) = 5(e 005268t
c¢) Masa después de 4 horas
m(4) = 50e70052684 ~ 5( . ¢702107 x 50 . 0.8106 = 40.53 mg.

d) Vida media
La vida media es el tiempo t,, tal que m(t,,,) = imo. Usamos:

In(2) _ In(2)

= 005268 ~ 13.16 horas.

- = e_ktl/z = t1/2 =

Grafica: La curva azul muestra la masa en funcién del tiempo. Las lineas

punteadas indican los valores de masa en tiempos clave (2 h, 4 h, vida media).
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Figura 49.
Grafica de la desintegracion radiactiva.

Nota: Autores (2026).

La curva representa la disminucion exponencial de la masa del material
radiactivo a lo largo del tiempo. Se observa cdmo la masa se reduce rapidamente
al inicio y se aproxima asintéticamente a cero sin alcanzarlo. Se destac4.5.2. an
puntos relevantes: el 90% de masa restante a las 2 horas, el valor exacto
después de 4 horas, y el tiempo correspondiente a la vida media. Esta
visualizacion permite comprender de manera intuitiva la velocidad del proceso
de desintegracion y verificar graficamente los resultados obtenidos

analiticamente.
4.5.2 . Enfriamiento de Newton

Cuando un cuerpo caliente se coloca en un ambiente mas frio, su temperatura
disminuye con el tiempo. La ley de enfriamiento de Newton establece que la
rapidez con la que cambia la temperatura de un objeto es proporcional a la

diferencia entre su temperatura y la del ambiente.
Modelo:

dT
E = —k(T — Tamp)

donde:

e T(t): temperatura del cuerpo en el tiempo ¢,
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o T.mp: temperatura constante del ambiente,

e k > 0: constante de enfriamiento.

Ejemplo: Una taza de café recién servido tiene una temperatura de 90°C. Se
coloca en una habitacién a 20°C. Después de 5 minutos, la temperatura ha
bajado a 70°C.

e Encuentre una expresion para la temperatura del café en funcién del

tiempo.
e ;Cual sera la temperatura después de 10 minutos?
e ;Cuanto tiempo tomara en alcanzar 30°C?
Solucion:

a) Resolucién de la EDO

dT o
=7 = ~k(T —20) = Ecuacion lineal con u(t) = ekt

Multiplicamos:

dT d
kt Kt — kt Kty — kt
er + ke™T = 20ke™ = It (e™T) = 20ke

Integrando:
etT = 20t + € = T(t) = 20 + Ce ™"
Condicioén inicial T(0) = 90 = C = 70, entonces:
T(t) = 20 + 70ekt

Dado que T(5) = 70, sustituimos:

5
70 = 20 4+ 70e 5% = ¢75k = 7 = k =~ 0.0673

T(t) = 20 + 70600673

b) Temperatura luego de 10 minutos

T(10) = 20 + 70e~0067310 ~ 55 74°C
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c) Tiempo para alcanzar 30°C

1 In(7)
=2 —0.0673t o o=0.0673t — — o ¢ ~ ~ 28.90 minutos
30 0+ 70e e 7 0.0673
Grafica:
Figura 50.

Modelo de enfriamiento de una taza de café.

Nota: Autores (2026).

La curva muestra como la temperatura del café disminuye de forma exponencial
a medida que transcurre el tiempo, acercandose asintdéticamente a la
temperatura ambiente (20°C). Se han marcado puntos clave: la temperatura
inicial, el valor a los 5 y 10 minutos, y el instante en que se alcanza 30°C. Esta
visualizacion confirma la validez del modelo propuesto y permite estimar el
comportamiento térmico del sistema sin resolver nuevamente la ecuacién

diferencial.
4.5.3.Flujo de entrada-salida

Supongamos que un tanque contiene una solucion liquida en la que entra y sale
fluido continuamente. La cantidad de sustancia disuelta (por ejemplo, sal o

azucar) cambia con el tiempo dependiendo de las tasas de entrada y salida.

Sea A(t) la cantidad (en gramos, libras, etc.) de sustancia disuelta en el tanque
en el instante t. Entonces, la razén de cambio de A(t) se expresa como:

A

—=R;—R
dt 1 2
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donde:

e R,:tasa de entrada de la sustancia (por ejemplo, gramos por minuto),
e R,:tasa de salida de la sustancia.

Estas tasas dependen del caudal volumétrico de entrada/salida y la

concentracion correspondiente.
e Sea G,: caudal volumétrico de entrada (por ejemplo, litros por minuto).
e Sea G,: caudal volumétrico de salida.
e Sea (;: concentracion del fluido que entra (por ejemplo, g/L).
e Sea (,: concentracion del fluido que sale. Generalmente es igual a la

concentracion dentro del tanque en ese instante: C,(t) = %, donde V(t)

es el volumen de liquido en el tanque.

Entonces:

A(t)

Ry =G -(y, Rzsz'm

Y la ecuacion diferencial general para el sistema queda como:

dA_GC A(t)
| A 7105

Este modelo se puede resolver con alguno de los métodos vistos anteriormente,

dependiendo de si V(t) es constante o no.
Ejemplo: Flujo de entrada-salida

Un tanque contiene inicialmente 100 litros de agua pura. A partir del tiempo t =
0, se bombea una solucién salina con concentracion C; = 0.5kg/L a una tasa
constante de G, = 5 L/min. Al mismo tiempo, el liquido perfectamente mezclado
sale del tanque a la misma velocidad G, = 5L/min, y el volumen en el tanque se

mantiene constante V = 100 L.
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Figura 51.

Tanque con flujo de entrada y salida de liquido azucarado.

Nota: Autores (2026).
Objetivo: Determinar la cantidad de sal en el tanque en el tiempo t, es decir,

encontrar A(t). Plantear resolucion como ecuacién lineal y exacta.
Solucién:
a) Modelar con una ecuacién diferencial

Sea A(t) la cantidad de sal (en kg) en el tanque en el instante t. Aplicamos el

modelo:
dA
E =R; —R,
donde:
_ At)  _ A A
Re=Ga-=7==5"700 = 20
Entonces:
dA e A(t)
e ~ 20

b) Resolver como ecuacién lineal

Esta es una ecuacion lineal de la forma:

dA+1A—25
de 207 7

Factor integrante:
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1
u(t) = efﬁdt — pt/20
Multiplicamos toda la ecuacion por u(t):

et/20 d_A + iet/ZOA — 2.5pt/20

dt = 20
d t/20 4) = 2.5¢t/20
E(e A) = 2.5e

Integramos:
et/204 = [ 2.5et/20dt = 2.5 - 20et/20 + C = 50e%/?° + C
A(t) =50 + Ce™t/20
c) Replanteamiento como ecuacién exacta

La ecuacion diferencial también puede escribirse como:

dA+1A—25
de 207 7

Multiplicando ambos lados por el factor integrante u(t) = et/?°:

di 1 d
t/20 4 t/ZOA =25 t/20 = — t/ZOA =25 t/20
e i + >0 e e I (e ) e

Lo cual puede verse como una ecuacion exacta:

d(et/2°4) = 2.5¢%/2°dt = forma exacta: dip = 0 con (t, A) = e*/2°A — 50et/20

Entonces:
P(t,A) = C = et/?04 — 50et/2° = C = A(t) = 50 + Ce~ /20
Con A(0) = 0 = C = —50, obtenemos la misma solucion:
A(t) = 50(1 — e~t/29)
d) Determinar la constante con condicion inicial
Dado que el tanque tiene inicialmente agua pura: A(0) =0
A0)=50+C-e°=50+C=0=C=-50

Entonces, la solucion es:
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A(t) = 50(1 — e~t/20)

e) Analisis grafico
Parat —» oo, A(t) » 50kg

Esto significa que el tanque se estabiliza con 50 kg de sal, lo cual tiene sentido
porque el sistema se alimenta continuamente con una solucion que tiene 0.5 kg/L

y un volumen fijo de 100L:

C tracion fi I'A(t)— 50—05k/L
oncentracion final: —= =75 = 0.5kg

Figura 52.

Evolucion de la cantidad de sal A(t) en el tanque.

Nota: Autores (2026).

La grafica muestra como la cantidad de sal A(t) en el tanque aumenta
progresivamente desde cero hasta estabilizarse en un valor limite de 50 kg. Este
comportamiento refleja la naturaleza de la ecuacion diferencial: al inicio, el
tanque contiene agua pura y la entrada de sal domina; sin embargo, a medida
que aumenta la cantidad de sal dentro del tanque, la salida también incrementa

proporcionalmente, lo que provoca que la velocidad de acumulacion disminuya.

El sistema alcanza un estado de equilibrio cuando la tasa de entrada de sal se

iguala con la tasa de salida, es decir, cuando:
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dA A

Este resultado confirma lo observado en la gréafica y valida el modelo: el sistema

se autorregula hasta alcanzar una concentracién igual a la del liquido que entra.
4.5.4.Modelo de circuito eléctrico RC

Un circuito eléctrico esta formado por una resistencia R (en ohmios) y un
condensador C (en faradios) conectados en serie a una fuente de voltaje E(t).
Sea q(t) la carga eléctrica en el condensador en el instante t. Aplicando la Ley

de Kirchhoff de voltajes, se tiene:

dq q

E(t)=R—+—=

O=Ra*e
Ejemplo: circuito con fuente constante

Sea un circuito con R = 10 Q, € = 0.1 F y una fuente constante de voltaje E(t) =

5V. Inicialmente el condensador esta descargado, es decir, q(0) = 0.

Figura 53.

Esquema de circuito RC con resistencia y condensador en serie.

Nota: Autores (2026).
Objetivo: Determinar la carga en el condensador en el tiempo t, es decir,

encontrar q(t).
Soluciéon paso a paso:
Paso 1: Modelar con una EDO

La ecuacion es:

dg q dq
5 odt+0_1 odt+10q
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Dividiendo por 10:

dq
E+q—0.5

Paso 2: Resolver como ecuacion lineal

dq
E+q—0.5

Factor integrante:
w(t) = el ldt — ot

Multiplicamos toda la ecuacion por et:

dq d
t t, — t t) — t
e +e‘q =05e" = T (etq) = 0.5e

Integramos:
etq = [0.5etdt = 0.5et +C = q(t) = 0.5+ Ce™*
Paso 3: Aplicar condicién inicial
g0)=0=>0=05+C=>C=-05
Solucién particular:
q(t) =051 —-e7"
Paso 4: Analisis grafico
tli_f?ﬂ(t) =05C
El condensador se carga hasta alcanzar una carga maxima de 0.5 C. La curva

es creciente, asintética, y representa como el condensador acumula carga con

el tiempo hasta alcanzar el valor de equilibrio.
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Figura 54.

Evolucion de la carga en el condensador.

Nota: Autores (2026).
La grafica muestra como la carga del condensador, representada por la funcién
q(t) = 0.5(1 —e™"), varia con el tiempo en un circuito RC con fuente constante.

Este comportamiento se puede interpretar de la siguiente manera:
En el instante inicial t = 0, el condensador esta descargado, es decir, q(0) = 0.

e Conforme pasa el tiempo, el condensador comienza a cargarse

rapidamente debido a la diferencia de potencial suministrada por la fuente.

e A medida que el condensador se va cargando, la corriente disminuye
gradualmente, ya que la diferencia de potencial entre los extremos del

condensador y la fuente se reduce.

e El proceso de carga se desacelera y se aproxima asintéticamente al valor

limite de g = 0.5 C, el cual corresponde al estado estacionario del sistema.

Este valor de equilibrio coincide con la solucion de la ecuacion diferencial cuando

d—z - 0, lo que implica que el flujo de corriente en el circuito tiende a desaparecer

y el condensador permanece cargado con la maxima carga posible dada por la

fuente:

EC EC=5-01=05C
9(*) = o071
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4.5.5.Modelo de depreciacion de capital

En economia, la depreciacion representa la disminucién del valor de un bien
(como maquinaria, equipos, vehiculos, etc.) debido al uso, desgaste o paso del

tiempo.

Uno de los modelos mas simples para describir esta pérdida de valor es el modelo de
depreciacion exponencial, el cual se basa en la idea de que la tasa de pérdida de valor es

proporcional al valor actual del bien:

Donde:
e V(t): valor del bien en el instante ¢,
e k > 0: constante de depreciacion.
Ejemplo: depreciacién de una maquina

Una maquina nueva cuesta $20,000. Se deprecia a una tasa anual del 10 %.
¢, Cual sera su valor al cabo de 5 afios? ;Y en qué momento su valor se reduce

a la mitad?

Paso 1: Planteamiento del modelo

dv
= =—01V, V(0) = 20000

Paso 2: Resolver la EDO
1
7 4V =—01dt=>In|V|=—01t+C = V() = Ce 01t

Aplicando la condicion inicial:
V(0) = 20000 = C = 20000 = V(t) = 20000e~°1¢
Paso 3: Calcular valor a los 5 anos

V(5) = 20000e~%°> ~ 20000 - 0.6065 ~ 12130
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Paso 4: ;Cuando se reduce a la mitad?

1 In(2
10000 = 20000e %1t = 3 =e 0t o5 ¢ = 0(1) ~ 6.93 afos

La maquina pierde valor de forma exponencial. En 5 anos su valor disminuye a
aproximadamente $12,130 y se reduce a la mitad en unos 7 afos. Esta
informacion es util para decisiones de mantenimiento, renovacion o venta de

activos.

Figura 55.

Depreciacion exponencial del valor de una maquina.

Nota: Autores (2026).

4.5.6.Resumen

A lo largo de esta seccidn se han presentado distintos modelos reales que
pueden representarse mediante ecuaciones diferenciales de primer orden. Cada
uno de ellos ilustra como este tipo de herramientas matematicas permiten
describir, analizar y predecir fendmenos dinamicos en multiples disciplinas, tales

como:
o Fisica: desintegracion radiactiva, caida libre con resistencia del aire.
e Biologia: crecimiento poblacional.

¢ Quimica: procesos de mezcla en tanques con entradas y salidas.
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e Economia: depreciacion de capital.

¢ Ingenieria: circuitos eléctricos con resistencias y condensadores.

A pesar de la variedad de contextos, todos los modelos comparten una estructura
comun que permite clasificarlos y resolverlos mediante los métodos explicados
anteriormente: separacion de variables, ecuaciones lineales y ecuaciones

exactas.

Esta unidad ha demostrado que las EDOs no son solo una herramienta
matematica, sino una via para traducir problemas reales a un lenguaje que

permite comprensién, simulacion y toma de decisiones fundamentadas.

El desarrollo de habilidades en modelacion es esencial para cualquier
profesional que busque entender y actuar sobre sistemas dinamicos en su

entorno de especialidad.
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