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Introduccion

La presente obra corresponde a un texto guia para el curso de Célculo Vectorial
para los estudiantes de las carreras de ingenieria de la Universidad Técnica
Estatal de Quevedo. Como prerrequisitos para estudiar los temas de este libro
son necesarios un curso basico en Algebra Lineal y los cursos introductorios al

Calculo Diferencial e Integral de una variable.

El objetivo principal del libro es acompaiar al estudiante a entender de manera
simplificada y efectiva cual es el corazon de cada tema del curso. Esta escrito de
manera corta; sin embargo, contiene los temas suficientes para comprender el
curso, en particular incluye las definiciones mas elementales del analisis con
funciones escalares y vectoriales de varias variables. Los ejemplos representan
los patrones en que los estudiantes deben responder a un ejercicio o situacion

problematica.

La estructura del libro esta adaptada a un semestre académico, y, cada unidad
tiene una lista de ejercicios recomendados que significa una coleccion minima
de ejercicios necesarios para entender el tema, seleccion de problemas
resueltos y propuestos que va de autores clasicos hasta los de aquellos que
consideran la inclusion de la tecnologia como una herramienta imprescindible

para mejorar el proceso de aprendizaje.

En la primera unidad se explora aspectos conceptuales referidos a representar
puntos y vectores en el espacio tridimensional, el producto punto y cruz entre
vectores y sus aplicaciones en geometria y fisica; las ecuaciones de rectas y
planos en el espacio tridimensional, asi como sus intersecciones; calcular las
distancias entre puntos, planos y rectas en el espacio; estudiar diferentes tipos
de superficies en el espacio tridimensional, como cilindros, conos, y cuadricas
en general; y, conversion entre coordenadas rectangulares, cilindricas y

esféricas.

En la segunda unidad, se estudiara las ecuaciones paramétricas y las funciones
vectoriales de un parametro, donde, las ecuaciones parameétricas son una forma

de representar una curva en el espacio mediante dos o mas funciones de un solo
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parametro, mientras que, las funciones vectoriales de un parametro son

funciones que asocian un vector a cada valor del parametro. Por otra parte, los
campos vectoriales se utilizan para modelar una gran variedad de fenbmenos
fisicos, como la velocidad de un fluido, el campo eléctrico y el campo magnético,

entre otros.

La tercera unidad desarrolla los conceptos basicos sobre las funciones escalares
de varias variables, que son funciones que dependen de dos o mas variables
independientes, calcular sus limites y derivadas parciales e interpretarlas como
tasas de cambio; calcular la derivada de una funcibn compuesta de dos
funciones vectoriales; encontrar los puntos maximos y minimos de una funcién
sujeta a restricciones mediante los multiplicadores de Lagrange; emplear los
operadores vectoriales divergencia y el rotacional para caracterizar los campos

vectoriales, etc.

La cuarta unidad presenta el estudio sobre el calculo integral multiple, donde se
abordan las herramientas y técnicas para calcular el volumen, la superficie y
otras propiedades de regiones en el espacio, asi como para evaluar el flujo de
campos vectoriales a través de superficies; utilizar las coordenadas cilindricas y
esféricas para simplificar el calculo de integrales triples sobre regiones con
simetria axial o radial; aplicar las integrales triples para calcular volimenes,
momentos de inercia y centros de masa de sélidos tridimensionales entre otros

temas.

En la quinta unidad se estudia el calculo de los diferentes tipos de integrales
vectoriales, como las integrales de linea, superficie y volumen, y a utilizarlas para
estudiar el comportamiento de campos vectoriales en el espacio; se analizan los
teoremas fundamentales del calculo integral vectorial, como el Teorema de la
Divergencia (Teorema de Gauss), el Teorema de Stokes y el Teorema de Green,
y, finalmente como aplicar estos teoremas para convertir integrales de linea en
integrales de superficie, integrales de superficie en integrales de volumen y

viceversa.

Espero de los amables lectores todas las sugerencias que permitan mejorar esta

obra y permitir que la misma sea Util en su carrera universitaria.

El autor.
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Geometria del plano y en el espacio

Los elementos fundamentales del andlisis vectorial son los vectores y los
escalares. Se emplea la notacion R para denotar la recta numérica que se asocia
con el conjunto de numeros reales, R2 para denotar el plano cartesiano y R3
para el espacio ordinario en tres dimensiones. En la presente unidad se
introducen y repasan brevemente conceptos de cursos previos sobre vectores
en dos y tres dimensiones, asi como la representacién espacial de objetos
geométricos como lineas, superficies y volimenes con objeto de sentar las bases
para los futuros temas como el estudio de la geometria para el disefio y la
construccion de estructuras, maquinas, disefio de aeronaves, trayectoria orbital
de un cuerpo, modelacion 3D de objetos, protesis para paciente, sistemas
bioldgicos, sistema de tratamiento de agua, sistema de tratamiento de residuos,
entre otras aplicaciones. En resumen, ofrece una amplia gama de aplicaciones
practicas, desarrolla habilidades transversales valiosas y abre oportunidades en

otras areas de las ciencias teoricas y aplicadas.

El objetivo general del presente capitulo es fundamentar el concepto de espacio
vectorial tridimensional, resaltando sus propiedades y resultados importantes

gue luego seran usados en temas especificos posteriores.
Prerrequisitos para abordar este tema
La base tedrica necesaria para el estudio de este capitulo es la siguiente:

e Definir la tipologia de objetos matematicos en el plano cartesiano.
e Calcular la distancia en dos dimensiones entre puntos, punto a una recta

y entre rectas.
e Aplicar los conceptos y leyes fundamentales del calculo vectorial en R2.

e Determinar las ecuaciones de rectas y angulos entre rectas.

Se recomienda buscar informacion para iniciar y orientar los repasos antes de

abordar cada tema.
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1.1. Introduccidn

En este primer capitulo se exponen los preliminares necesarios para tratar
adecuadamente el estudio del célculo para funciones de varias variables cuyo
dominio y rango es el espacio n-dimensional o Rn. Basicamente el contenido
aqui tratado corresponde a un material de repaso de otras asignaturas ya vistas
por el estudiante y cuyo conocimiento es importante para una mejor comprension
sobre el sistema de coordenadas cartesianas y los vectores como herramientas
matematicas fundamentales para describir la posicion y el movimiento de objetos
en el espacio, donde su campo de aplicacion permite analizar el movimiento, las

fuerzas, los fendmenos de las ciencias fisicas y de las ingenierias.

1.2. Sistema de coordenadas cartesianas y vectores en el

espacio

Cuando se estudia una realidad fisica (por ejemplo, un mineral o la molécula de
ADN, un liguido en una pipeta o sangre fluyendo en una arteria, la energia
liberada en cierta reaccién quimica, entre otros casos), nos interesa describir las
propiedades (caracteristicas del objeto, como la masa o la viscosidad) y/o su

estado (situacion en la que se encuentra, como la temperatura o la velocidad).

Las propiedades y los estados se representan a través de magnitudes que se
pueden medir, tal es el caso de magnitudes como la masa, la viscosidad, la
presion, etc., las cuales son llamadas magnitudes escalares que constan de un
namero real (un escalar) y una unidad de medida, mientras que otras requieren
de una direccion y orientacion como es el caso del desplazamiento, la velocidad,

la fuerza, etc., estas son llamadas magnitudes vectoriales o vectores.
1.2.1.Sistema de coordenada cartesiana tridimensional

En la ingenieria es importante saber operar matematicamente con vectores, para
lo cual primero se debe plantear un sistema cartesiano de coordenadas, que
sirve como referencia para ubicar la posicion de un objeto o idea y para ver el
cambio relativo de su posicién. El Sistema de coordenadas cartesianas puede

estar circunscrito a dos y tres dimensiones (siendo este Ultimo de interés), este
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consta de un origen de coordenadas O, y tres rectas o ejes coordenados X,y y z

gue pasan por O y son perpendiculares entre si; los semiejes positivos se
orientan de acuerdo con la regla de la mano derecha (o sentido de avance de un
tornillo), quedando asi determinados tres planos coordenados: xy, yz y xz; y el

espacio queda dividido en ocho octantes (ver Figura 1).

Figura 1

Ejes cartesianos y planos coordenados en el espacio

z

Nota: Autor (2024)

Ademas, un punto en el espacio se representa por P(x,y,z) o por la terna
ordenada (x,y,z),donde los nimeros reales x, y y z se llaman coordenadas
cartesianas del punto P. Se designa con R? al conjunto de todas las ternas
ordenadas de numeros reales, que se corresponden con todos los puntos del

espacio, es decir:
R® = {(x,y,2)/—0 <x <0,—0 <y < 00,—-0<z< 00}
A manera de ejemplo, se desea representar los puntos A(1,1,2), B(-1,5,4) € R®

Figura 2

Representacion de los puntos Ay B en el espacio

20 B=(-1,5, 4)
@

Nota: Autor (2024)
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1.2.2.Mo6dulo de un vector y su normalizacién

Como se manifestd, un vector tiene una longitud y una direccién, al establecer
un sistema de coordenadas cartesianas y colocamos la cola de un vector en el
origen, entonces la cabeza de flecha apunta a un punto especifico. Por ejemplo,
si el vector A tiene un extremo que apunta a (A1, A2, As), decimos que la
componente x de A es A1, la componente y de A es Az, y la componente z de A
es As La longitud del vector A, representado por |A|, es un escalar y es
independiente de la orientacion del sistema de coordenadas. La aplicacion del

teorema de Pitagoras en tres dimensiones proporciona el resultado:

Al = /Af + A5 + A3

Definiendo los vectores unitarios estandar i, j y k como vectores de longitud uno
que apuntan a lo largo de las direcciones positivas de los ejes de coordenadas

X, Y Y z, respectivamente, un vector puede ser denotado por:
A:Ali +A2] + A3k

Los vectores Aii, Az y Ask se llaman vectores componentes de A en las
direcciones x, y y z, y los escalares A1, A2 y As se las componentes de A en las
direcciones X, y y z, respectivamente. El modulo de un vector es un nimero real,
mayor o igual que cero, ademas, si un vector A presenta la caracteristica: lIAlI=0,
vector nulo, llAlI=1, vector unitario respectivamente. La normalizacion de un
vector es una operacién que permite construir un nuevo vector con la misma
direccion y sentido, pero de modulo igual a 1. La normalizacién del vector A#0

esta dada por,

A _ A _< A1 AZ A3 )
CONAN NS AR AT AT+ AT+ AT AT+ A+ A

Ademéas, sea B=B;i + Bj;j + Bsk también, la suma vectorial y la

multiplicacion escalar se pueden expresar por componentes y vienen dadas por:
A + B = (A1 +Bl)i + (Az +Bz)j + (A3 +B3)k;

cA = cAqi + cAyj + cAsk
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Suele ser muy Uutil, la relacion entre las componentes y el médulo de un vector

generando el concepto de los cosenos directores, es decir, dado el vector A =

A1l + Ayj + Ask, entonces se tiene por definicion de cosenos directores (figura

3).
Aq A, Az
oS X=——:cosf = ——; cosO = ——:cos? < +cos?B + cos?0 =1
Al <P = ] Al p
Figura 3
Angulos directores del vector
Z
c
A
0
a B y
b

X a
Nota: Autor (2024)

Otro concepto vectorial es el vector de posicion, r, se define como el vector que
apunta desde el origen 0O(x,y,z) hasta el punto P(x,y,z) y se usa para ubicar un
punto especifico en el espacio. Se puede escribir en términos de los vectores
unitarios estandar como sigue: r = xi + yj + zk, mientras que el vector de
desplazamiento es la diferencia entre dos vectores de posicion. Para los vectores
de posicion r1 y rz, el vector de desplazamiento que apunta desde la cabeza de

ri alacabezaderzestddadopor:r, —r; = (X, —x1)i+ (y2 — y1)j + (zz — 1)k

Figura 4

Representacion del vector posicion

Nota: Autor (2024)
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Ejemplo 1.1. Suponga que A=3i+5j—2kyB=4i—-8j+7k, se pide
determinar: a.A + B; b.3A — 2B; c.||3A — 2B||

Solucién
Para encontrar A + B, se suman las componentes respectivas, o sea.
aA+B=0B+4)i+(5-8)j+(-2+7k=7i—3j+5k

b. En el caso de 34 — 2B, se resuelve 34 = 3(3i + 5j — 2k) = 9i + 15j — 6k, de
manera similar 2B = 2(4i — 8j + 7k) = 8i — 16j + 7k, y después se suma, 0 sea,
34 — 2B = (9i + 15j — 6k) — (8i — 16§ + 7k) = i + 31j — 20k

c. |34 — 2B|| = /12 + 312 + (=20)% = V1362 = 36.9

Ejemplo 1.2. Considere los puntos P(2,4,3) y Q(1,—5,2) en R3 como se aprecia
en la figura. Se pide determinar: a) Los vectores de posiciéon r; y r, paraP y Q
en términos de los vectores unitarios i, j y k. b) La resultante de estos vectores

de posicion de manera gréfica y analitica.

Solucion

Para el caso (a), setiene,;, = 0P =0C+ CB+ BP =2i+4j+ 3k

Para el caso (b), setiene,r, =0Q = 0D +DE +EQ =i—5j+ 2k
r=ry; +r; = (2i+4j+ 3k) + (i —5j + 2k) = 3i —j + 5k, cuya grafica es,

Figura 5

Representacion grafica de r1 +r2

o1, 5.2)‘

Nota: Autor (2024)
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Ejemplo 1.3. Dados los vectores r, =2i—4j—5kyr,=—i—2j+ 3k.

Encontrar un vector unitario ru paralelo a la resultante r de la operacién vectorial

r{y — ro.
Solucién
La resultante de r; — r,, corresponde a,

r=r —1, = (2i—4j — 5k) — (=i — 2j + 3k) = 3i — 2j — 8k

Donde la magnitud de r = 3i — 2j — 8k, equivale a,

Irll = /32 + (=2)2 + (-8)2 =77

. . . Tr
Luego, el vector unitario correspondiente es, r,, = —

I NSO
“T”—m(3l 2j — 8k)

1.2.3.Producto punto o producto escalar

Dados los vectores, A = Aqi+ Ayj+ Asky B == Bji + Byj + B3k, el producto
punto puede definirse como sigue: A-B = A;{B; + A;B, + A3B3, pudiéndose
comprobar que el producto punto es conmutativo, distributivo respectivo a la
adicion y asociativo respecto a la multiplicacion con un escalar por tanto se

tendrg,

A-B=B-A;A-(B+C)=AB+A-C; A-(cB) = (cA)-B=c(A"B)
La operacion producto escalar en el plano puede ser representada de manera
geométrica como la proyeccién del vector B sobre el vector A para lo cual se
ubican los vectores inicio de A con inicio de B en un sistema de coordenadas y
tomando A paralelo al eje x y B sobre el plano x-y formando un angulo 0 (figura

6), entonces, se tiene:

A = A4i,y B =B1i+ Byj = [|B||cosB i + ||B||sen® j, osea, A - B = ||A]|||B||cosO

Figura 6
Representacion geométrica en el plano de 4-B
y M
Blsent P
B/ !
l// !
/"‘/ :
/\ 0 !
2 ) [ ;
|Blcosh [A] X

Nota: Autor (2024)
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Para el caso del producto punto en el espacio se sigue un analisis similar, es

decir, dados los vectores, A = A;i + Ayj + Asky B = B4i + B;j + B3k, se sigue:
A-B = A;B; + A;B, + A3Bj3, entonces,

_ A-B AlBl + Asz + A3B3
IANNBIl \/A? + A% + A2\/B? + B? + B2

Los versores fundamentales, tanto en R? como en R3, cumplen que:

iri=j-j=k-k=1ij=j-k=k-i=0

Ademas, si se tienen dos vectores de médulos ||A]| y ||B]|, pero se desconoce la
orientacion relativa entre ellos, el producto escalar entre los vectores A-B no
puede ser mayor que la cantidad IIAIlIBII (lo que se da cuando los vectores son
colineales y de igual sentido, osea, 8 = 0, entonces, cosf = 1). Por otro lado,
el producto escalar A+ B no puede ser menor que la cantidad —||A||||B]|| (esto
ocurre cuando los vectores son colineales, pero con sentidos opuestos, cosf =
—1. Esta importante propiedad de que el producto escalar entre dos vectores
esta acotado, se establece por: —||A||||B|| < A-B < ||A||||B]|. Por otro lado,
también resulta Util establecer que se verifica la desigualdad triangular: ||A +
Bl < |lA]l + |IBII

Ejemplo 1.4. Supongaque A = —i—j+ 3kyB = —2i —j — 3k, se pide calcular

el &ngulo entre los dos vectores.
Solucién

A-B=(DED+(EDED +B)(-3) =-6

A= V(=12 + (=D + )2 = VIL|IBll = /(=2)? + (-D? + (3)? == V14

A-B

-6
= = —0.48,0 = cos~1(—0.48) = 119°
AIIBIl  V11v14

cosO =

Ejemplo 1.5. Suponga que A = 2i + 5j — 3k y B = —3i + 4j + 4k, mediante dos
métodos diferentes se pide calcular el &ngulo entre los dos vectores y realizar su

grafica.
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Solucién

Primer método: de los vectores dados, A = 2i+5j —3ky B = —3i + 4j + 4k se

tiene,

4]l = /()% + (5)? + (-3)? =38 =6.16

IAll =/ (—3)2 + (4)? + (4) 2 = V41 = 6.40

A-B=(2)(=3)+B)H) +(=3)(4) =2

A partir de la ecuacion, cosf = , Se tiene,
llAlBI
0 2 0.0507,6 ~1(0.0507) = 87°
cosf = —==0. ,0 = cos . =
V38v41
Segundo método: De los vectores dados, A = 2i +5j —3k y B = —=3i + 4j + 4k
se tiene,
i j k
AxB=|2 5 =3|=0#)—-4(-3)i—-2&) +3(=3)j+2®) +305))k
-3 4 4

= 32i +j + 23k, por tanto, ||AxB|| = /(32)2 + (1)2 + (23)2 = V1554 = 39.42

llAxBI|

De la ecuacion, ||AxB|| = ||A||||B||sen®, osea, send = T se tiene,
g = IAXBI 39.42 0.9987,0 -1(0.9987) = 87°
env = = = 0. ,0 = sen . =
AIIBII"  (9.16)(6.40)
Figura 7
Angulo entre r1 y 12

A(2,5,-3),

y

___________

..................

B(-3, 4, 4) Y.
€-t--g--fo-toT

Nota: Autor (2024)
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1.2.4.Producto vectorial

Se define como producto vectorial entre los vectores A = A;i + A,j + Asky B =

B;i + B,j + B3k, a un nuevo vector resultado de la operacion:

ik
AxB =|A; Ay Azl =(AA3 —AzAy)i+ (A3A; — A1A3)j + (A1A2 — AZA K
B By B3

Resulta util definir el producto vectorial como el desarrollo de un determinante,
ademas, se puede probar que el producto vectorial es no es conmutativo, es
distributivo sobre la suma y asociativo con respecto a la multiplicacién escalar,

es decir,
AxB=-BxA; Ax(B+C)=AxB+AxC; Ax(cB) =(cA)xB =c(AxB)

De manera similar al producto punto, la operacion producto vectorial en el plano
puede ser representada de manera geométrica como el area del paralelogramo
cuyos lados adyacentes son los vectores, o sea, dados dos vectores Ay B con
un angulo 6 entre ellos, de manera que el vector A sea paralelo al eje x y B esté
en el plano x - y, entonces, se tiene: A = A4i,yB = Bi+ Byj = |B|cosB i+
|B|senb j, 6sea A x B = |A||B| senfk, y de manera escalar corresponde a:
A x B = |A||B|senbk.

Ejemplo 1.5. Calcular el producto vectorial de los vectores A = (1,2,3) y
B=(-1,1,2)

AxB =

i j ok
2 031 11 31 2 e
L §_|1 =12y Sl fle=i-si+sk

Ejemplo 1.6. Dados los vectores A = (3,1,—1) y B = (2,3,4) , hallar el area del

paralelogramo que tiene por lados los vectores Ay B.
Solucion

i J k _
AxB=31—1=|§ 1
2 3 4

4|i—|§ _41|j+|§ §|k=7i—14j+7k

Por tanto, el area es, |AxB| = /72 + (—14)2 + 72 =+/294 = 17.14 u?

Aplicacion del producto vectorial
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Ejemplo 1.7. Se aplica una fuerza vertical de 200 N al extremo de una palanca

de 50 cm de longitud unida a un eje en el punto P, como se muestra en la figura.
Se pide determinar el momento de esta fuerza respecto al punto P cuando 6 =
60°.

Solucioén

Figura 8
Momento de una fuerza

Nota: Autor (2024)
Sea la fuerza F = —200k
Ademas, PQ = 0.5 (cos 60°]j + cos 60° k) = 0.25j + 0.433k

Considerando el momento de F respecto a P, se tiene,

i k
M=PQxF=|0 025 0433|=—50i[N.m]
0 0 —200

Ejemplo 1.8. Una fuerza de 180 libras actia sobre el soporte mostrado en la
figura.
a. Determinar el vector F que representa la fuerza. (F estara en términos de
0),
b. Calcular la magnitud del momento respecto a A evaluando |AB x F|
c. Usar el resultado del inciso b) para determinar la magnitud del momento
cuando 6 = 30°.
d. Usar el resultado del inciso b) para determinar el angulo cuando la
magnitud del momento es maxima. A ese angulo, ¢cual es la relacion

entre los vectores F y AB.
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Solucién

Figura 9

Momento de una fuerza

180 libras

®
]
<——15 pulg —>[ A

a. Sealafuerza F = —180 (cos0Oi + senbj)

Nota: Autor (2024)

Ademés, AB = == = —1.25i + j

b. Considerando el momento F respecto al punto A, se tiene,

i j k
M = ABxF =| —1.25 1 0| = (225senb + 180cosO)k [Lb. pie]
—180cosf8 —180senf O
c. Cuando 8 = 30°, |AB x F| = 225(0.5) + 180(0.866) = 268.4

d. Si|M|= (225 senf + 180 cosf)k, entonces |M| = 0 para 225 senf + 180

5

cosO = 0, con lo cual se tiene, tanf = 2= 1.25, 8 = 51.3°.

1.2.5.Triple producto escalar

El triple producto escalar, que se puede escribir como A-(BxC) 0A-B xC,
es una operacion que satisface las siguientes relaciones:
A-(BxC)=B-(CxA)=C-(AxB)

es decir, su valor no cambia bajo una permutacion ciclica de los tres vectores.
La operacion del producto triple escalar se la describe como un determinante de

tres por tres, o sea,

i k| 1A, A, As
A - (BxC) =A- Bl Bz Bg = B1 Bz Bg
¢, ¢ Gl lo, ¢ ¢
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Es decir, el valor absoluto del determinante de tres por tres generado por el

producto triple escalar es el volumen del paralelepipedo definido por los vectores
de tres filas A, B y C, como se muestra en la siguiente figura,

Figura 10
Volumen generado por el producto mixto A, By C

Nota: Autor (2024)

Ejemplo 1.9. Hallar el volumen del paralelepipedo que determinan los vectores
A=(1,23),B=(-314)yC=(121).

Solucién

De la formula del producto escalar, se tiene,

¢ C Gl 11 21

4-BxOl=11-8)1) - (-3-9@)+(-6-DB)| =14

Ejemplo 1.10. Determinar el valor de a para que los vectores A = (0,1,1), B =

(a,3,0) y C = (a, a,1) sean coplanares.
Solucién

Para que los vectores sean coplanares el producto mixto debe ser 0, es decir,
A-(BxC)=0

B Yol Yt Har=o

1 1
3 0
a 1

a

0—a+(a® —3a)(1) =0,a% —4a =0, a;=0,a, =4
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1.3. Rectas y planos en R3

1.3.1.Rectas en R3

En dos dimensiones, la ecuacién de una linea en forma de pendiente-intersecto
conel ejey, es y =mx + b, y en forma de punto-pendiente es y — y1l =m(x —
x1). En tres dimensiones, una recta se expresa mas comdnmente como una
ecuacién paramétrica, o sea, Si se considera una recta que pasa por un punto y
el vector de posicion r y en direccion paralela al vector v, entonces, de la
definicion de suma de vectores, el vector de posicion r para cualquier punto de
la recta se define como, r = r, + vt, donde t es un parametro que puede tomar

cualquier valor real.

Esta ecuacion paramétrica presenta un significado fisico, o sea, si r es el vector
de posicidn de una particula, entonces v es el vector de velocidad y t es el tiempo.
En particular, derivar r = r(t) con respecto al tiempo da como resultado: dr /
dt = v. Se puede obtener una ecuacién no paramétrica para la linea eliminando
t de las ecuaciones para los componentes. Las ecuaciones de los componentes

son:
x:xo +U1t, y:yO +U2t, Z:ZO +U3t

y eliminando el pardmetro t, resulta:

X—X0 Y—Yo Z—7Z
A4t V2 V3

Ejemplo 1.11. Hallar un conjunto de ecuaciones paramétricas de la recta que

pasa por los puntos (-2, 1, 0) y (1, 3, 5).

Solucion

Célculo del vector de desplazamiento entre los dos puntos dados, o sea,
v=>[A-(-2)i +3-1)j +(5—-0)k =3i+ 2k +5k

Empleando los niumeros de direccion a=3, b =2, ¢ =5y junto con el punto

A (—2,1,0) se obtienen las ecuaciones parameétricas
x=-=-2+3t;y=1+2t;, z=5t

gue puede ser escrita como sigue,
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x+2 y—-1_

z
3 2 5

Debe observarse que como t varia sobre todos los numeros reales, las
ecuaciones para métricas del ejemplo determinan los puntos (x,y,z) sobre la
recta. En particular, hay que observar que parat =0y t =1 se obtienen los
puntos originales A(—2,1,0) y B(1, 3,5).

Ejemplo 1.12. Determinar la ecuacion paramétrica de una linea que pasa por los
puntos A(1,2,3) y B(3,2,1). Determine el punto de interseccion de la linea con

el plano z = 0.

Solucién

Célculo del vector de desplazamiento entre los dos puntos dados, o sea,
v=0CB-1i+2-2)j +(1-3)k =2i-2k

Se escoge un punto en la recta con vector de posicion r =i+ 2j + 3k, la

ecuacion paramétrica de la recta viene dada por,
r=ry +vt=i+2j+3k+t(2i —2k)=(1+2t)i+2j+ (3 —-2t)k

Luego, la linea cruza el plano z=0 cuando 3—-2t=0,t=3/2, en el
punto P(x,y) = (4,2).

Ejemplo 1.13. Determinar la ecuacion paramétrica, continua e implicita de una

linea que pasa por el punto A(—1, 2, 1)y cuyo vector director es v(4,5,—1).

Solucién
En forma paramétrica la ecuacion corresponde a: x =14+ 4t; y=2+5t;z=1—
. x—1 y—2 z—-1 , .ox—-1 y—2 y-2 z—1
ty de forma continua — = — = —, ademas si, — = —,— = —
4 5 -1 4 5 5 -1
5x —4y+3=0

Entonces, la ecuacion de manera implicita corresponde a, {
x+4z—-5=0

1.3.2.Planos en R3

Un plano en el espacio esta determinado por tres puntos no colineales. A partir
de estos tres puntos se pueden formar dos vectores de desplazamiento

linealmente independientes con direccidn paralela al plano, y el producto cruzado
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de estos dos vectores de desplazamiento sera un vector ortogonal al plano.

Podemos usar el producto escalar para expresar esta ortogonalidad.

Se parte de que tres puntos definen un plano y se localizan los vectores de
posicion rq,rpyrz, Yy construyamos dos vectores de desplazamiento
cualesquiera, como s; =1, —r1ys; =r3 — rp. Un vector normal al plano viene

dado por N = s; x s, = 0, y para cualquier punto del plano con vector de posicién

r; dados, tenemos N-(r—r;) =0.Conr =xi+yj+zk, N= ai + bj+ckyd =

N - r;, la ecuacion del plano se puede escribir como sigue: ax + by + cz = d.

Debe observarse que los coeficientes de X, y y z son los componentes del vector
normal al plano. Se puede expresar la ecuacion de un plano m que pasa por un

punto Py un par de vectores u, v sobre este plano con diferentes direcciones, o

Seaq,

Figura 11

Ecuacion vectorial del plano

Nota: Autor (2024)
Donde, el vector PQ es coplanario a los vectores u, v, por tanto,
PQ =Au+ pv = (X — X0,y — Yo, Z — Zo) = A(ug, Uz, uz) + p(vy, vz, v3)
Es decir, (x,y,2) = (X0, Y0, Zo) + A(uy, Uz, u3) + p(vy, vp, v3)
Ecuacion que también puede ser escrita de manera implicita como sigue,
X —Xg = Auy + pvq
y—Yo = Auz + v,

Z—1Zy = Aug + uvs
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También resulta util escribir la ecuacion del plano 1 estableciendo el

determinante de la matriz ampliada del sistema anterior como sigue,

X—Xo Au; vy
y—Yyo Auz pvy|=0,0sea
Z—1Z9 AUz HuV3
Uy V2| |u1 V1| |u1 V1|
X —X - Z—Z
Us Vs ( o) + us v (y —yo) + Uy vy ( 0)
. U, Vv u; Vv u; Vv
Sustituyendo, A = | z 2|,B = | 1 1|, = | 1 1|
us Vs usz V3 uz V2

Es decir, A(x —x¢) + B(y —yo) + C(z — z9) = 0, y si se toma, D = —(Ax( + By +
CZ())

Se obtiene la ecuacion general del plano definida por: Ax+ By +Cz+D =0

Ejemplo 1.14. Hallar la ecuacion general del plano que pasa por los puntos
A(—1,2,3)y B(3,1,4) y contiene al vector u = (0,0,1).

Solucion
A partir de la informacion dada, se obtiene,

X — X9 = Auq + uvq x =—14+41+0u
Yy —Yo = Aup + uvy, osea,y=2— A1+ 0u,donde la matriz ampliada del sistema

conlaz—zy =Auz +uvzz=3+1+u

columna de los términos independientes tiene que ser igual a cero, es decir,

x+1 4 0
y—2 -1 0|=0,-(x+1)—-4(y—-2)+0(y—2+2z-3)=0
z—3 1 1

Determinante que nos da la ecuacion general del plano: x +4y —7 =0,x,y,z €
R.

Ejemplo 1.15. Determinar la ecuacion del plano definido por los tres puntos
A(2,1,1), B(1,2,1), y €(1,1,2) también encontrar la ecuacion de la linea en el

plano x-y formada por la interseccién de este plano con el plano z = 0.
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Figura 12

Ecuacion del plano

zA

Nota: Autor (2024)
Solucién

Para encontrar dos vectores paralelos al plano, se hallan los dos vectores de

desplazamiento desde los tres puntos, o sea,
s1=(1-2)i+Q2-1j+@-Dk=—i+]j
S, =(1-1Di+(1-2)j+2-1Dk=—-j+k

El vector normal al plano se determina por,

ik
N=s1xs; =[-1 1 O=i+j+k
0 -1 1

Luego, la ecuacion correspondiente del plano es,
+j+kKEi+yj+zk)=({+j+Kk)(2i+j+k),esdecir,x+y+z=4

La interseccién de este plano con el plano z = 0 forma la recta dada por y = x +
4

1.3.3.Angulo entre planos

Dos planos distintos en el espacio o son paralelos o se cortan en una recta. Si
se cortan, se puede determinar el angulo (6 < 6 < w/2) entre ellos a partir del
angulo entre sus vectores normales, como se muestra en la figura.

Especificamente, si los vectores nl y n2 son normales a dos planos que se
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cortan, el angulo 8 entre los vectores normales es igual al angulo entre los dos

planos y esta dado por,

|ny - nyl

cosg = ——
[Img |[{[m ]l

Figura 13

Angulo entre planos

Nota: Autor (2024)
Por consiguiente, dos planos con vectores normales y son:

a. Perpendicularessin; - n, =0

b. paralelos sin; es un multiplo escalar de n,

Ejemplo 1.16. Determinar el angulo formado entre los planos siguientes: x —
2y+z=0,y 2x+3y—2z=0, asi como las ecuaciones paramétricas de su

recta de interseccion.
Solucién

Los vectores normales a los planos sonn; =(1,-2,1),yn, = (2,3,—2),

por consiguiente, el angulo entre los dos planos corresponde a,

g -mpl  1(1,-2,1)-(2,3,-2)

= = = 0.5941,6 = 53.6°
lInddllinall - V12422 +12V22 +32+22  V6V/17

cosO =

P = ara la determinacién de la recta de interseccion se plantea un sistema de
ecuaciones definido por las ecuaciones de los dos planos, o sea,

{x—Zy—i—Z:O

2x +3y — 27 = gaue al ser resuelta se tiene por solucién y = 4z/7
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A su vez, sustituyendo en una de las ecuaciones originales, se determina que

x = z/7. Finalmente, sustituyendo el parametro t por t = z/7, se obtienen las
ecuaciones parameétricas x = t, y = 4t, z = 7t, donde 1, 4 y 7 son los numeros

de direccién de la recta de interseccion.
1.3.4. Trazado de planos en R3

Si un plano en el espacio se intersecta con uno de los planos coordenados,
entonces la linea de interseccion se llama la traza del plano, luego, para dibujar
un plano en el espacio, es util encontrar su punto de interseccion con los ejes de
coordenadas y la ubicacion en el plano de coordenadas. Considere, por ejemplo,
el plano dado por 4x + 3y + 2z = 12, se puede hallar la traza xy, haciendo z = 0
y dibujando la recta 4x + 3y = 12, en el plano xy. Esta recta corta el eje x en
(3,0,0)y el ejeyen (0,4,0), de igual manera se puede encontrar la traza yz y la

traza xz, podemos resumir las trazas como sigue:
Figura 14

Trazas del plano 4x+ 3y+ 22=12

a0, 0, 6) 20, 0, 6)

(0,4,0) (0,4, 0) (0, 4, 0)

(3.0,0) (3.0,0 (3.0,0)

» ¥ ¥
X X X

Nota: Autor (2024)

Ejemplo 1.17. Marcar toda interseccion y determinar las trazas del plano definido
por,2x — y—3z =6

Solucion

Haciendo z = 0 y dibujando la recta 2x — y = 6, en el plano xy, esta recta corta
el ejexen (3,0,0)y el ejey en A(0,—6,0); tomando y = 0 y dibujando la recta

2x — 3z =6, se tiene el punto €(0,0,—2) en el plano xz, luego la gréfica
correspondiente es,
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Figura 15

Trazas de los planos

BO

-6, 0)

-

Nota: Autor (2024)

1.3.5.Distancias entre puntos, planos y rectas
En este apartado se realiza el andlisis de dos tipos basicos de problemas sobre
distancias en el espacio, es decir:

e Determinacion de la distancia de un punto a un plano

Para este caso la distancia de un punto a un plano 1(no en el plano) se establece

por,

|PQ - n|
|l

dpqr = |proy,PQ| =

donde P es un punto en el plano y n es normal al plano.

Ejemplo 1.18. Determinar la distancia del punto Q(1,4,—4) al plano 5x —y +
2z =10

Solucién.

Puesto que n = (5,—1,2) es normal al plano dado. Para hallar un punto en el
plano, se hace y =0y z =0, y se obtiene el punto P(2,0,0), luego el vector
desplazamiento que va de P a Q esta dado por, PQ =(1-2,5—-0,—4—-0) =
(—1,5,—4)

Empleando la formula de la distancia de un punto a un plano se tiene,

T V52 +12 + 22 Jiz  ia
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Como una variante a este caso, la distancia entre dos planos paralelos, para lo

cual se conoce un punto de un plano Q(x,, yo, Zo) Y €l plano correspondiente Ax +
By + Cz+ D = 0, esta dado por,

_ |A(x0 _xl) +B(y0 _:V1) + C(ZO _Zl)l _ |Ax0 +By0 + CZO +D|

Ejemplo 1.19. Determinar la distancia entre los dos planos paralelos dados por

d

6x—2y+4z =—4y3x—y+2z =6
Solucién

Empleando un punto del segundo plano, P(2,0,0), y el primer plano, para luego

reemplazar los datos en la ecuacion anterior, se tiene,

= |Axg + By, + Czo+ D| _ |6(2) +(=2)(0) + (4)(0) +4| 16 8
- VAZ+BZ+CZ J6% + (—2)Z + 42 V56 V14

e Determinacién de la distancia de un punto a una recta

La distancia de un punto Q a una recta [ en el espacio esta dada por, dpg; =

p N
[IPQzu] ixu” donde u es un vector de direccion para la recta y Pes un punto sobre la

recta.

Ejemplo. 1.20. Determinar la distancia del punto Q(2,—1,3)a la recta dada por,
x=—=2+3t, y=-2t, z=1+4t

Los coeficientes del pardmetro t, nos permite determinar las coordenadas del
vector direccién como sigue, u = (2,—1,3), y tomando un punto de la recta para
t =0, se tiene, P = (—2,0,1) Luego, el vector desplazamiento PQ corresponde
a,PQ=02-(-2),-1-03-1)=(4,-1,2)

Y aplicando la formula, se tiene lo siguiente,

i j ok
lPQxull=14 -1 2|=-i—8—2k
2 -1 3

IPQ x ull = /(=1)2 + (=8)% + (=2)% = V69
llull =22 + (-1)2 + 32 = V14

g _NPQxull 169 .,
Pl 14 =7
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1.4.1.Superficies cuédricas

Las superficies cuadricas en el espacio corresponden a la gréfica de una

ecuacion de segundo grado en las variables X, y, z, y de manera general se

denota por,

Ax?> + By? + Cz2 + Dxy + Exz+ Fyz+ Gx+ Hy +Iz+] =0

Hay seis tipos basicos de superficies cuadricas: elipsoide, hiperboloide de una

hoja, hiperboloide de dos hojas, cono eliptico, paraboloide y paraboloide

hiperbdlico. A continuacion, se muestra un resumen de las caracteristicas de

cada una de estas ecuaciones.

Elipsoide:

Traza

Elipse:
Elipse:

Elipse:

Plano
Paralelo al plano xy
Paralelo al plano xz

Paralelo al plano yz

La superficie es una esfera si:

Figura 16

Principales superficies cuadricas

Z

Nota: Autor (2024)
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Hiperboloide de una hoja:

x2 2 ZZ
4 -=1
a’?  b? c?
Traza Plano
Elipse: Paralelo al plano xy

Hipérbola: Paralelo al plano xz
Hipérbola: Paralelo al plano yz
El eje del hiperboloide corresponde a la variable de coeficiente negativo

Figura 17

Principales superficies cuadricas

Nota: Autor (2024)

Hiperboloide de dos hojas:

xZ 2 Z2
-5 =1
a? b? c?
Traza Plano
Elipse: Paralelo al plano xy

Hipérbola:  Paralelo al plano xz
Hipérbola: Paralelo al plano yz

El eje del hiperboloide corresponde a la variable de coeficiente positivo. No hay

traza en el plano coordenado perpendicular a este eje
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Figura 18

Principales superficies cuadricas

Nota: Autor (2024)

Cono eliptico:

Plano

Traza
Circunferencia: Paralelo al plano xy
Hipérbola: Paralelo al plano xz

Hipérbola: Paralelo al plano yz

Traza yz Traza x=

—

Paralela al ><

v plano xy l

No hay
trazi xy

= v
~—

El eje del cono corresponde a la variable de coeficiente negativo. Las trazas en

los planos coordenados paralelos a este eje son rectas que se cortan.

Figura 19

Principales superficies cuadricas

Nota: Autor (2024)

Traza 5

~—— Traza xy

(un puato)
L -

Paralelo al
plano xy

Traza yo
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Paraboloide eliptico:

2 2
4
@t pTET
Traza Plano
Elipse: Paralelo al plano xy

Pardbola:  Paralelo al plano xz

Pardbola:  Paralelo al plano yz

El eje del paraboloide corresponde a la variable elevada a la primera potencia.

Figura 20

Principales superficies cuadricas

Traza yz =4 Traza xz

Puaraleio al
plamo o

x

Trazz 1y
(un punto)

Nota: Autor (2024)

Paraboloide hiperbdlico:

—_——— 7z =

b2 a?
Traza Plano
Hipérbola: Paralelo al plano xy
Parabola:  Paralelo al plano xz

Parabola:  Paralelo al plano yz

El eje del paraboloide corresponde a la variable elevada a la primera potencia.
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Figura 21

Principales superficies cuadricas

Paralelo
al plano xy

Traza xz
Nota: Autor (2024)

Las trazas corresponden a las vistas laterales (planos xz y yz) y la vista superior

(plano xy) de cualquier superficie en el espacio.

Ejemplo 1.21. Clasificar y graficar la superficie de ecuacion x2 — y? + z2 = 0.
Determinar cuéles de los siguientes puntos pertenecen a la superficie: 0(0,0,0),
A(=3,-5,—4), B(1,1,1), €(1,2,1)

Solucioén

La ecuacion de la superficie puede reescribirse como sigue, y? = x? + z?,
ademas, no posee término constante y las variables estan elevadas al cuadrado,
dos llevan el mismo signo, luego se trata de una superficie conica, de eje y.
Podemos agregar que se trata de un cono circular puesto que los coeficientes
de las variables x y z son iguales a 1. Las trazas perpendiculares al eje y se
obtienen fijando y = k, o sea son las circunferencias de la forma, {xz -i}z:z ]i 2

para cada k € R (obsérvese que si k = 0 se reduce a un punto).
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Figura 22

Cono eliptico

Nota: Autor (2024)

Las trazas en x = p y en z = q son hipérbolas. Respecto a los puntos 0,4,By C
se tiene lo siguiente: 0(0,0,0) - 02 — 0% + 02 = 0, por tanto O € R3

A(-3,-5,—4) > (-3)? = (-5)? + (—4)? =0, por tanto 4 € R3
B(1,1,1) » 12 —12 +12 =1, portanto 0 ¢ R3
C(1,2,1) » 12 =22+ 12 = -2, portanto 0 ¢ R3

Ejemplo 1.22. Clasificar y graficar la superficie de ecuacion: 4x? + y? + z2 —
8x =0

Solucién
Arreglamos la ecuacion con el fin de completar cuadrados de binomios, es decir,
4x2 —8x+y? +722 =0-> 4(x* =2X)+y* +z° =0- 4(x—1)*> +y?> +2z> =4

_ 132 2 2
Donde dividiendo por 4 finalmente nos queda, % + y: + Z: = 1. Luego, se trata

de un elipsoide, con centro en el punto (1,0, 0).
Ejemplo 1.23. Se pide determinar la ecuacion de la superficie y simetria del lugar

geomeétrico de los puntos del plano cuya distancia al punto (2, —1,3) es dos veces

su distancia al plano XY.
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Solucién

Referente al enunciado se tiene lo siguiente, /(x — 2)2 + (y + 1)2 + (z — 3)% =

2Vz2, elevando al cuadrando esta experiencia se obtiene, (x —2)2 + (y + 1) +
(z — 3)? = 422, y reduciendo términos semejantes, se obtiene la ecuacion, (z +

1?2 —(x—2)? —(y+1)? =12, dividiendo cada término entre 12, se tiene,

(z+1)*>  (x=2)>  (+1)* _ 1
4 12 12

Figura 23
Hiperboloide

Nota: Autor (2024)

Se trata de un hiperboloide de dos hojas con centro de simetria en el punto
(2,—1,—1). Como caso patrticular, el conjunto de puntos en el espacio que
satisface la ecuacion x? + y? = 1, sin aclarar nada acerca de los valores que
puede tomar z, genera el cilindro circular recto de eje z y radio 1 (se puede pensar
como una sucesion de circunferencias apoyadas una encima de otra, para todo
z), por ejemplo, un tubo de rollo de pafios de limpieza, otro ejemplo lo constituye
la ecuacion y = x?, en este caso, los puntos de la forma (x, x?, ¢) generan en el
plano z = c una parabola de eje y y ramas hacia +y; tomando todos los valores
reales de c se genera un cilindro parabdlico. Las graficas de estos casos

particulares son los siguientes:
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Figura 24

a. Cilindro circular x2 +y2 =1

Nota: Autor (2024)

Figura 25
b. Cilindro parabdlico y = x

Nota: Autor (2024)
1.5. Sistemas de coordenadas

Como se expuso en lineas anteriores, el sistema de coordenadas cartesianas
tridimensional, el cual contiene tres ejes perpendiculares entre si: x,y y z, es
una de la situaciones mas comun en la vida real para describir ecuaciones de
objetos geométricos como lineas, planos y superficies curvas en R3, sin
embargo, en ocasiones resulta mas conveniente trabajar en sistemas de
coordenadas diferentes de las coordenadas cartesianas, como son las
coordenadas cilindricas y las coordenadas esféricas, sobre todos cuando la

region sobre la que se trabaja presenta ciertas simetrias con determinados ejes.
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1.5.1.Coordenadas cilindricas

En el sistema de coordenadas cilindricas, un punto en el espacio esta

representado por el triple ordenado (r, 8, z) donde:

e (r,0) son las coordenadas polares de la proyeccion de un punto sobre el
plano xy.

e Y zes la coordenada habitual perpendicular al plano xy.

En la figura se observa que el punto P(x,y,z) tiene su equivalente P(r,86,z),
donde el triangulo rectangulo que se encuentra en el plano xy. La longitud de la
hipotenusa es r y 8 es la medida del angulo formado por el eje positivo y la
hipotenusa. La coordenada describe la ubicacion del punto encima o debajo del

plano xy, presentandose asi la siguiente relacion:

X =rcosf; y=rsenf; z =z
No obstante, a partir de conceptos basicos de trigopnometria es posible crear un
puente bidireccional entre estos dos sistemas de coordenadas mediante las
relaciones:
r2 =x% +y% tanf = y/x; z=1z
Figura 26

Representacion de un sistema en coordenada cilindrica

< z=constante (plano)

<A
(x,v,z)0(r. 8, z)
Py

8 = constante r= constante
(plano) (cilindro)

Nota: Autor (2024)

Si se examina la diferencia entre las coordenadas cartesianas y las coordenadas
cilindricas a partir de la superficie generada cuando cada coordenada es una
constante k, entonces las superficies con la forma x = k,y = k,z = k son todos

planos en el sistema de coordenadas cartesianas. Los planos de estas formas
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son paralelos al plano yz, al plano xzy al plano xy, respectivamente. La

coordenada z no cambia cuando se convierte a coordenadas cilindricas. En
coordenadas cilindricas, una superficie de la forma z = k, es por tanto, un plano

paralelo al plano xy.

Figura 27

Planos paralelos

zi 29 z
i _ f

@) (b) ©

Nota: (a) x = c, plano paralelo a yz, (b) y = c, plano paralelo a xz, (¢c) z =c,

plano paralelo a xy. Autor (2024)

Por otro lado, superficies de la forma r = k, representa cilindros verticales de
radio k, superficies de la forma 6 = c, estos son semiplanos en angulo 6 desde
el eje x, y silas superficies son de la forma z = k, corresponde a planos paralelos

a xy, esto se ilustra en la siguiente figura.

Figura 28
Cilindro

@) (b) (©

Nota: (a) r = k, cilindro radio k, (b) 6 = ¢, semiplano, (c) z = ¢, plano paralelo
a xy. Autor (2024)
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Ejemplo 1.24. Trazar el punto de coordenadas cilindricas P(4,57/6,3) y expresar

su ubicacion en coordenadas rectangulares.

Solucién

Mediante las formulas de conversion de cilindricas a rectangulares, se obtiene,
X = 4c055—ﬂ = 4<—§> = —2\/§,y = 4sen5—ﬂ = 4(1) =2,z=3
6 2 6 2

Asi pues, en coordenadas rectangulares ese punto es (x,v,z) = (—=2v3,2,3)

Ejemplo 1.25. Trazar el punto de coordenadas rectangulares Q(1,—3,5) vy

expresar su ubicacion en coordenadas cilindricas.

Figura 29

Conversioéon coordenadas

P(435m/6. 3)
[ ]

Nota: Autor (2024)
Solucién

Mediante las férmulas de conversion de rectangulares a cilindricas, se obtiene,
r2 =x? +y? >r=+,/12 + (—3)2 = +/10, por ser r una dimensién positiva se
elige signo +.

Ahora, al aplicar la férmula para hallar 6,tanf =y /x=-3 /1= -3, en este
caso, y es negativo y x es positivo, lo que significa que debemos seleccionar el

valor de 8 entre 3m/2y2m,z =5. Finalmente, el punto Q(1,—3,5) tiene de

coordenadas cilindricas P(10,288°,5).
1.5.2.Coordenadas esféricas

Como ya se expuso, en el sistema de coordenadas cilindricas, la ubicacion de

un punto en el espacio se describe usando dos distancias (r y z) y una medida
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de angulo (0). En el sistema de coordenadas esféricas, se describe la ubicacion

de un punto en el espacio mediante una distancia (r) y dos angulos (6, ¢). Las
lineas de cuadricula para coordenadas esféricas se basan en medidas de
angulo, como las de coordenadas polares, para lo cual si se denota un punto
P(p, 0, ¢) donde:

e p (letra griega rho) es la distancia entre P y el origen (p # 0)
e 6 es el mismo angulo utilizado para describir la ubicacion en coordenadas
cilindricas

e ¢ (letra griega phi) es el angulo formado por el eje z positivo y el segmento

de recta OP donde 0 es el origeny0<¢ <m

A partir de conceptos béasicos de trigonometria es posible crear un puente
bidireccional entre estos los sistemas de coordenadas rectangulares a esféricas

0 viceversa mediante las siguientes relaciones:

a. Convertir coordenadas rectangulares en coordenadas esféricas:

z
p? =x%* +y* +z% tan9=%;¢=cos"1< )

JxZ+y?+ 22

Estas ecuaciones se utilizan para convertir coordenadas esféricas en

coordenadas rectangulares: x = psen¢gcosf; y = psengsend; z = pcos6.

Figura 30

Representacion de un sistema en coordenadas esféricas

“ A
| (xy.2)0(p.0.6)
P

@ = constante
(plano)

¢ = constante

p = constante
(esfera)

Nota: Autor (2024)

Ejemplo 1.26. Trazar el punto de coordenadas esféricas P(4,57/6,3) y expresar

su ubicacion en coordenadas rectangulares.
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Solucién

Mediante las férmulas de conversion de esféricas a rectangulares, se obtiene,

x = 4senm/6cosm/6 = 4 <%> (?) =3
y = 4senm/6cosn /6 = 4 (%) (%) = %,z = 4cosmt/6 = 4 <§> =23

Asi pues, en coordenadas rectangulares ese punto es (x,y,z) = (3, 1/4,2vV3 )

Ejemplo 1.27. Trazar el punto de coordenadas rectangulares Q(—/3,—3,-2) y

expresar su ubicacion en coordenadas esféricas.

Figura 31

Conversion coordenadas

Nota: Autor (2024)
Solucién

Mediante las férmulas de conversion de rectangulares a esféricas, se obtiene,

p= \/(—\/5)2 +(=3)2+(-2)> =4

Ahora, al aplicar la formula para hallar 6, tanf = —_i\/g =+/3, luego 6 =
tan~3 = g
cosp = —% = —%, luego, 8 = cos‘l(—%) = 2?71

T 2T

Finalmente, el punto Q(—v3, —3, —2) tiene de coordenadas esféricas Q(4,;,?).

Introduccion al Célculo Vectorial para Ingenieria pag. 37



EDITORIAL GRUPO

1.6. Problemas propuestos

e Operaciones entre vectores en el espacio

1. Dados los vectores de radios r; = 3i—2j+Kk,ry =3i+4j+9%k,r; =—i+
2j + 2k, Encuentre las magnitudes de:

ry +r; +rz Sol. 13

o o

ri —rp +4r3 So. 2\/§
3ry +4r; — 5r3 Sol. 10v17

Dados los siguientes vectores: r; = =2i+3j+kr, =4i—3j+3k 3 =

nNoo

—j + 4k efectuar las siguientes operaciones:

lIr; —r2ll Sol. V76

ri — 3ry + 2r3 Sol. —14i + 10j

(r; — 2ry) - 3r3 Sol. —87

—(4r, — 3r3)x2r, Sol. =8i — 6j+ 6k

El &ngulo que forma el vector a con cada uno de los ejes coordenados.
Sol. @« = 122°,8 = 37°y = 75°

El &ngulo entre los vectores: 3r,y — 2r3 Sol. ¢ = 129°

® o o T 9

—h

3. Determinar el angulo entre los vectores ry = 4i — 2j + 4k, r, = 3i — 6j —
2k Sol. 67°

4. Encuentre un vector unitario u paralelo a la resultante R de los vectores
rp =2i+4j— 5k, =—-i—2j+3k.Sol.u=(1/3)i+(2/3)j—(2/3)k

5. Determinar los angulos de un triangulo en el que dos de sus lados estan
formados por los vectores: r; =3i—4j—kr, =4i—j+3k Sol
36°,54°y 90°

6. Determinar la proyeccion del vector A sobre el vector B, donde: r; = 2i —
3j+ 6k,rp = i+ 2j+ 2k Sol. 2

7. Las fuerzas siguientes actuan sobre una particula P:F; =2i+ 3j—
5k, F, = =5i+j+ 3k, F3 =i—2j+4kF; =4i—3j—2k medidas en
Newton. Encuentre a) la resultante de las fuerzas, b) la magnitud de la
resultante. Sol. a) 2i — j, b) V5

8. Dado el campo escalar definido por ¢(x,y,z) = 4yx3 + 3xyz — 2z + 2.
Encuentre a) ¢(1,—1,—-2),b) ¢(0,—-3,1). Sol. a) 36,b) — 11

9. Dados los vectores, r; = 2i—jyr, = 3i+k, evalle ry ;. Sol. 6
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10.Dados los vectoresr; = 2i —j+ 3kyr, = 3i+ 2j —k, evalle rq -ry. Sol. 1

1.
2.

Puntos, rectas y planos en el espacio

Encuentre el &ngulo entre r; = 2i + 2j — kyr, = 7i + 24k. Sol. @ = 98°
Determine el valor de a de modo que los vectores r; = 2i + aj + kyr, =
i + 3j — 8k sean perpendiculares. Sol. a = 2

Encuentre los angulos que forma el vector r = 4i — 8j + k con los ejes
coordenados. Sol. @ = 64°, 8 = 1539,y = 84°

Hallar la proyeccion del vector r; =i — 2j + 3k sobre el vector r, =i +
2j +2k.Sol. 1

Determinar un vector unitario perpendicular al plano conformado por los
vectores: vy =2i—6j—3k y r, =4i+3j—k. Sol. u=@B/7)i—-(2/
7j+ 6/ 7Nk

Calcular el trabajo realizado al mover un objeto a lo largo del vector r =
3i + j — 5k[m] si se aplica la fuerza F = 2i — j — k[N]. Sol. 10 ]

Suponga que se aplica una fuerza F = 3i+ 2j — 4k [N] en el punto
P(1,-1,2). Calcular el momento de F con respecto del punto
Q(2,—1,3).Sol. 2i — 7j — 2k

Determine la constante a que hace que los vectores ry = 2i —j+ k,r; =
i+2j—3k,r3 = 3i+ aj + 5k sean coplanares. Sol. a = —4

Calcular el volumen del paralelepipedo cuyas aristas estan
representadas por los vectores ry =2i—3j+4k,r, =i+2j—kyrs =
3i — j + 2k. Sol. 7u3

10.Determinar el volumen del paralelepipedo cuyas aristas estan

representadas por los vectores ry =i—j+2k,r, =i+j—kyr; =i—
j—4k. Sol. 12 u3

11.Encontrar la distancia mas corta del punto P(6,—4,4) a la linea que une

con los puntos Q(2,1,2) y R(3,—1,4). Sol. 3u

12.Determinar la distancia del origen al plano 2x — 3y + 6z = 0. Sol. 2u

13. Determinar una ecuacion del plano perpendicular al vector posicion r =

2i — 3j + 6k y que pasa por el punto terminal del vector B =i + 2j + 3k.
Sol. 2x —3y +62z—14=0

14.Encontrar el angulo entre los planos x +y = 1yy+z=1.Sol.w /3

15. Considere las rectas en R3, dadas por:
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1X=1—3t {X=1+S

y=2+t y=-—s
z=t Zz=4+s

Determinar el punto de interseccion de las rectas. Sol. P(—2,3,1)

16. Determinar las ecuaciones de la recta que pasa por el punto A(1,—1,0) y

5x—4y+12=0

Xx=2+3t  X=-5
{ x+4z+3=0

corta a las dos rectas:{ y =2t y=2+s Sol.{
z=1+4+t ‘z=-2s

17.Hallar la ecuacion vectorial de la recta que pasa por el punto P(—10,8,4)
y es paralela al vector, r = 2i + 4j — 7k. Sol. (—=10i + 8j + 4k + t(2i +
4j — 7k).

18.Hallar la ecuacién vectorial de la recta que pasa por el punto
P(9,0,6) y es perpendicular al plano —3x + 3y —4z+ 4 = 0. Sol. (9i +
6k) + t(—3i + 3j — 4k).

19.Comprobar si los puntos A(1,2,3),B(4,,7,8),C(3,5,5),D(—1,-2,-3) vy
E(2,2,2) son coplanarios. Sol. Los puntos A,B,C,DyE no son
coplanarios.

20.Hallar la ecuacion del plano que pasa por el origen y es paralelo al plano
—10x + 2y — 5z+ 10 = 0. Sol. —10x + 2y — 5z = 0.

21.Hallar la ecuacion para la superficie que se obtiene al rotar la parabola
y = x? alrededor del ejey. Sol. y = x? + z2.

22.Encontrar la ecuacién para la superficie que se obtiene al rotar la recta
z =5y alrededor del eje z. Sol. x> + y? = z? / 25.

23.Determinar la ecuacion para la superficie que consiste en todos los
puntos P que equidistan del punto P(0,—5,0), y el plano y = 5. Sol. x? +
72 4+ 20y = 0.

e Conversion entre coordenadas cartesianas, cilindricas y esféricas

1. Expresar la ecuacion 9x2 + 9y2 + z2 = 13 en coordenadas cilindricas.
Sol. 9r2 +22 =13

2. Exprese la ecuacion 8x? + 8y? —4z?> =18 en coordenadas esféricas.
Sol. p?(8sen? @ — 4cos? @)

3. Expresar la ecuacion z = 4x? — 4y? en coordenadas cilindricas. Sol. z =

472 cos20
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4. Elsdlido E esta arriba del cono z = ,/x? + y2 y debajo de la esfera x? + y? +

z? — 6z = 0. Describir este sélido en coordenadas esféricas. Sol. 0 < p <
60<0<2m0<¢p<m.

5. En los siguientes ejercicios, se dan las coordenadas cartesianas (x, y, z)
de un punto, calcular las coordenadas esféricas (r,0,¢) del punto
correspondiente. a.P(4,0,0) b.Q(—1,2,1) c.R(0,3,0) d.S(—2,2v3,4) Sol.
a) P(2,0°,90°) b) Q(V6,117°,66°),c) R(3V2,315°,7),d) $(3,90°,90°).

6. En los siguientes ejercicios, se dan las coordenadas esféricas (r,6, @)

de un punto. Calcular las coordenadas rectangulares (x,y,z) del punto
YA

correspondiente. a.P(3,0,) b.Q (1, P

m T T
) C.R(lz,—z,z) dS(3,Z,g) Sol.
a.P(3.0,0.0,0.0) b.0(0.4,0.3,0.9) c. R(6.0,6.0,8.5) d. S(1.1,1.1,2.6).
7. En los siguientes ejercicios, se dan las coordenadas cartesianas (x,y, z)

de un punto, calcular las coordenadas cilindricas (r,6,z) del punto
correspondiente. a.P(1,v3,2) b.Q(1,1,5) c.R(3,-3,7) d.S(—2v2,2v2,4).
Sol. a)P(2,72°2) b.Q(+/2,45°,5) c.R(3v2,315,7) d)S(4,315°, 2)
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Capitulo II: Funciones vectoriales de un parametro

Funciones vectoriales de un parametro

En el capitulo anterior se estudiaron funciones escalares de variable vectorial
gue se presentaron como una generalizacion de las funciones escalares de
variables vistas en los cursos tomados de Matematica y Fisica (operaciones con
magnitudes escalares y vectoriales, reglas de derivacion e integracion, etc.) En
este capitulo se presentaran las funciones vectoriales, como una generalizacién
de las funciones escalares vistas para describir magnitudes fisicas; ecuaciones
paramétricas que nos permite representar curvas y superficies en el plano o en
el espacio; derivacion e integracion de funciones vectoriales (incluyendo las
reglas de mdultiplo constante, producto, cociente y cadena), y finalmente
aplicaciones en Matematica como la determinacion de propiedades en objetos
geométricos (longitud de una curva paramétrica, vector tangente, vector normal,
curvatura, etc.) y en Fisica en cinematica y dinamica de la particula, intensidad
y la direccion de fuerzas como la gravitatoria o la fuerza electromagnética, entre

otros campos.

El objetivo general del presente capitulo es aplicar las diferentes propiedades de
las funciones de varias variables referido al andlisis de derivadas parciales y

diferenciales en situaciones o problemas que describen variaciones y cambios.
Prerrequisitos para abordar este tema.
La base tedrica necesaria para el estudio de este capitulo es la siguiente:

e Aplicar los conceptos, propiedades y procedimientos asociados a las
nociones de limites y continuidad, en la resolucion de ejercicios y
problemas matematicos de una funcién real de variable real.

e Calcular la derivada de funciones de variable real usando diferentes
técnicas de derivacion.

e Aplicar los conceptos y propiedades de asintotas, intervalos de monotonia
e intervalos de concavidad, razén de cambio relacionadas, optimizacién
de funciones y la regla de L'Hépital.

e Calcular la integral indefinida y definida de funciones de variable real

usando diferentes métodos de integracion.
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e Determinar el area de regiones planas, volimenes de sélidos de

revolucion, centros de masa de laminas delgadas y homogéneas de

entorno real.

Se recomienda buscar informacion para iniciar y orientar los repasos antes de

abordar cada tema.

2.1. Introduccion

En esta unidad se tratara con las funciones vectoriales, estudiando su dominio,
rango Yy representacion grafica, para lo cual es preciso tener un buen manejo de
los conjuntos del plano y del espacio que se han tratado en la unidad anterior.
Posteriormente se presenta ejercicios relacionados con el calculo de limites
bidimensionales, la continuidad de funciones, la integral de una funcién
vectorial de un pardmetro y se revisa las caracteristicas especificas de las
curvas definidas por estas funciones, lo cual incluye la determinacion de la
longitud de una curva parametrizada y el andlisis de vectores unitarios como la
tangente, normal principal y Binormal, finalmente, se tratan conceptos como el
vector curvatura y radio de curvatura, asi como la comprensién de los planos

osculador, normal y rectificante asociados a una curva en el espacio.

2.2. Ecuaciones paramétricas y funciones vectoriales de un

parametro

2.2.1.Curvas paramétricas

Las ecuaciones paramétricas posibilitan una gran variedad de curvas, que van
desde ser simples a complejas y en algunos casos ser simétricas; estas curvas
se generan cuando las variables x y y se expresan en funcion de una tercera
variable llamada parametro. En graficos en 2D se suele usar el parametro t y
en gréficos 3D los parametros son uy v. Si x y y se dan como funciones de una
tercera variable t (parametro) mediante las ecuaciones paramétricas x = f(t)y

y = g(t), entonces cada valor de t determina un punto (x,y) que se puede
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representar en un sistema de coordenadas. Cuando t varia, el punto (x,y) =

(f(t), g(t)) varia y genera una curva paramétrica C.

x=1t%-2t

, con t real,
y=t+1

Ejemplo 2.1. Dadas las ecuaciones paramétricas {
describir y graficar la curva para los siguientes casos:
Solucion

a. Sit € (—oo,+); b.Sit € [0,4].

En este caso setiene, f(t) = t2 — 2tyg(t) = t + 1.Enelcaso (a), paracada
valor del parametro t € R, existe un punto de la curva, es decir, sit = 0 se
tienex = f(0) = 0yy = g(0) = 1, por tanto, un punto de la curvaent = 0
es (0,1). Podemos asi evaluar x y y para varios valores del parametro, por
ejemplo, asignar a t los valores —2,-1,1,2,.., y luego situar los puntos
(f(t), g(t)) en el plano. Uniendo estos puntos se genera la curva continua de la
figura 32 (a), en la que las flechas indican el sentido en el que se van generando
los puntos de la curva a medida que t aumenta su valor. Para el caso (b),t €
[0,4], la curva paramétrica es ahora la parte de la pardbola x = y? — 4y +
3 que empieza en el punto que corresponde al valor t = 0 del parametro, o sea
A(0,1), y termina en el punto que corresponde at = 4, 6sea, B(8,5), como se
muestra en la figura 32 (b). La flecha sefala el sentido de recorrido de la curva

cuando el parametro aumenta su valor desde t = 0 hastat = 4.

Figura 32

Parametro t

B (8,5)

l'll.lj\\A, A (0,1)

Nota: (a) El parametro t € R (b) El parametro t € [0,4]. Autor (2024)
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Si se considera un objeto que se mueve en el espacio a través de un camino

imaginario representado por una curva en el espacio, entonces, se tendra tres
funciones del tiempo, f, g y h, que permiten escribir las coordenadas de la

posicion del objeto en cada instante t mediante las siguientes ecuaciones

paramétricas:
x=f()
y=g(t)
z=g(t)

Se observa que, para cada t, el punto P((t), g(t), h(t)) se obtiene la posicion del
objeto en el tiempo t. Es decir, si se toma el vector que va de 0 a P, para cada t
(figura 33). Esto sugiere que una curva paramétrica puede ser descripta
mediante una funcion que a cada valor del parametro t le asigna el vector r(t) =
OP = f(t)i + g(t)j] + h(t)k, esto es, se tiene una funcién con valores
vectoriales.

Figura 33
Si el parametro t varia en [a, b], el punto final del vector r(t) genera una curva

en el espacio

<

B(f(b), g(b).h(b))
y, PF(), 9(6), h(8)) P

{ #(b)

A(f (@), g(a), h(a))

Nota: Autor (2024)

Definicién. Una funcion vectorial, es una funcion cuyo rango o imagen es un
conjunto de vectores. Se representa por r(t), cuyo dominio puede ser un intervalo
cerrado, abierto o semiabierto o todo R, y su rango esta formado por vectores en
el plano o en el espacio. Una funcion vectorial puede representarse como sigue:

r(t) = (x (t),y(t), h(t)) en el espacio, o por r(t) = (x (t),y(t)) en el plano.
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A continuacion, se destacan algunas caracteristicas de las funciones vectoriales:

e Las funciones escalares x(t),y(t),z(t) son las componentes del vector
r(t).

e Conforme el pardmetro t varia en su dominio, el punto extremo o final
del vector r(t) genera una curva C llamada curva paramétrica.

e El sentido de la curva paramétrica C corresponde al sentido en el que se
van generando los puntos de la curva cuando el parametro t aumenta su
valor en el dominio I c R.

e El dominio del parametro t en el intervalo I, puede estar restringido a un
intervalo finito [a, b] < R.En este caso, la curva C tiene un punto inicial o
de partida A(f(a),g(a),h(a)) (Que es el punto extremo del vector
r(a)) y un punto final o de llegada B(f(b),g(b),h(b)) (que es el
punto extremo del vector r(b)).

e Una curva C, parametrizada por la funcion vectorial r(t),cona < t < b,
es cerrada si su punto final coincide con su punto inicial, esto es, si

r(a) = r(b).

Ejemplo 2.2. El movimiento de un objeto se define por la siguiente funcién

vectorial: r(t) = 3cos(t)i + 3sen(t)j,0 < t < 2m.

Se pide graficar la trayectoria que describe el objeto, indicando el punto inicial y
final, asi como el sentido del recorrido.

Solucioén

Las funciones componentes son x(t) = 3 costy y(t) = 3 sent. Si para algunos
valores de t situamos en el plano los puntos P(x(t), y(t)), su lugar geométrico es
una circunferencia, lo cual se obtiene al eliminar el parametro t entre las
ecuaciones paramétricas, o sea, x*(t) = (3cost)?, y?(t) = (3sent)?, por tanto,
se tiene, 9cos?t + 9cos’t = 9, 0 sea,x’> + y? = 9. El punto inicial de la curva
es A(3,0) y a medida que el parametro aumenta desde 0 hasta 2m, el punto
P(4 cost,4 sent) da una vuelta a la circunferencia en sentido contrario al

movimiento de las agujas de un reloj, y como punto final es B(3,0) parat = 2m
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Figura 34

Curva paramétrica de r(t) = 3cos(t)i + 3sen(t)j,0 <t < 2m

(3cos(l), 3sen(t))

Nota: Autor (2024)

La trayectoria, en este caso, es cerrada y corresponde a una vuelta a la

circunferencia.

Ejemplo 2.3. Sea la recta L que pasa por los puntos A(4,3,2) y B(—1,-2,3).

Determinar una funcién vectorial que la parametrice.
Solucion

En el capitulo anterior, se definieron las ecuaciones que permiten construir
algunos objetos geométricos (recta, plano, etc.), y para el caso particular se
considera el punto A(4,3,2) € Ly a AB = (=5,-5,1) como un vector director

para L, luego se tiene que parat real:

x =4 —5¢t
y=3-5¢t
z=2+4t

Por tanto, r(t) = (4 — 5t)i + (3 —5t)j + (2 + 4t)k, t € R es una representacion

de L mediante una funcién vectorial.

Figura 35

Recta orientada que va desde A hasta B

Nota: Autor (2024)
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Ejemplo 2.4. Determinar una funcion vectorial para el segmento rectilineo

orientado que va desde el punto P, (1,3, —2) hasta el punto P; (4,0,3).
Solucidn

A partir de la ecuacién que describe la recta que pasa por dos puntos, se tiene,
r) =r0+t(r1 —7r0),0 <t <1

Siendo P, el punto de referencia por donde pasa larecta, r, = OP,yr, = OP,,

luego el vector director es P,P; = r1 — r0, por tanto, se tiene lo siguiente,
rt) = (1 -t(1,3,-2) +t(403) = (1,3,-2) + t(3,-3,1),0 <t <1

Figura 36

Segmento orientado que va desde P, hasta P,

P,(4,0.3)

Nota: Autor (2024)

Ejemplo 2.5. Trazar la curva paramétrica determinada por la funcion vectorial

r(t) = 3costi + 3sentj + tk
Solucion

Las componentes escalares de r (t) son f(t) = 3cost,g(t) = 3sent,h(t) = t,
y estan definidas para todos los valores reales de t. La curva descripta por r(t)
es una hélice que se desarrolla en la superficie del cilindro circular recto de eje
zy radio 3, o sea: x* + y? = 9. En efecto, la curva esta sobre dicho cilindro ya
que las componentes f(t) y g(t) satisfacen la ecuacion de la superficie
cilindrica: x> + y? = [f(D)]? + [g(t)]?> = 9cos’t + 9sen’t = 9. Ademads, la

curva “sube” sobre el cilindro a medida que la componente h(t) = 4t aumenta.

Las funciones componentes en x e y tienen una periodicidad de 2m, 0 sea, cada
vez que t aumenta su valor en 2m, la curva completa una vuelta alrededor del

cilindro. Pero no vuelve al mismo punto: la distancia (en este caso vertical) entre
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dos puntos de una hélice que corresponden a una vuelta (en este caso por un

cambio de 2w en el parametro), se llama paso de la hélice, el cual corresponde
ah = (1)(2r) = 2r = 6.28.

Figura 37

Hélice circular de eje z, radio 3 y paso 2x

(3cosit), 3sen(t). t)

Nota: Autor (2024)

Ejemplo 2.6. Representar mediante una funcion vectorial la curva interseccion

de las superficies en el intervalo del pardmetro dado.
X2+ y®> =4,y + z = 3,t € [0,27]
Solucién

Considerando las funciones componente x(t) = cost, y(t) = sent se satisface la
ecuacion del cilindro x?> + y? = 4. Usandoahora la ecuaciéndelplanotenemos
que z = 3 — y, luego z(t) = 3 — y(t). Por tanto, una parametrizacion de la

curva interseccion corresponde a:
r(t) = costi + sentj + (3 — sent)k,t € [0,2m]

Figura 38

Interseccion entre un cilindro circular y un plano oblicuo

Nota: Autor (2024)
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Ejemplo 2.7. Representar mediante una funcion vectorial la curva interseccion

de las superficies empleando el parametro respectivo.
x? + y?> = 9,z = x% pardmetrox = 3sent
Solucién

A partir de las relaciones dadas, se tiene lo siguiente, x = 3 sen t, por tanto, z =

3 sen’t mientras que x*> + y? = 9con lo cual, y = V9 — 9sent = 3cost. Por lo
tanto, la funcién vectorial que representa la curva interseccion entre una

superficie cilindrica y una superficie parabdlica corresponde a,
f(t) = (3 sent,3cost,3 sen’t)

Figura 39

Interseccion entre un cilindro circular y una superficie parabdlica

Nota: Autor (2024)

Ejemplo 2.8. Graficar y parametrizar la curva definida por la pardbolay = x?/3,
y la circunferencia x? + y?> = 4, también determinar si se cortan. En caso
afirmativo, indicar los valores de los parametros y los puntos de cruce y/o de

encuentro.
Solucién

Al parametrizarse la parabola se tiene, r{(t) = ti + t?j/3, mientras que para la
circunferencia podemos usar ro(t) = 2costi + 2sentj,t € [0,2m], y Se observa
gue ambas curvas se cortan en dos puntos, ubicados en el primer y segundo
cuadrantes. Para hallarlos de manera analitica buscamos donde coinciden las

coordenadas de los puntos de ambas curvas, planteando la igualdad: r{(t) =
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X = 2cost

r(t), ello implica lo siguiente, { , efectuando operaciones algebraicas,

t2
3= 2sent

esto nos conduce a, 9x% + x* = 36

Cuyas raices reales son, x = ++/3. Las soluciones para t dentro del intervalo

Ly . 5
paramétrico son, respectivamente, t = %?" Luego, los dos puntos donde la

parébola y la circunferencia se cruzan corresponden a, A(v/3,1), B(—V3,—1)

Figura 40

Interseccion entre un cilindro circular y una superficie parabdlica

Nota: Autor (2024)

2.3. Limites y derivadas de funciones vectoriales

2.3.1.Funciones vectoriales

Una funcion vectorial de una variable real en el espacio es una funcién cuyo
dominio es un conjunto de numeros reales y cuyo rango es un conjunto de
vectores del espacio, es decir, es una funcion del tipo r:I € R3,t - r(t) =
f(H)i + g(t)j + h(vh)k,t € R

Donde f(t),g(t),h(t) son funciones reales de variable real en t, llamadas

funciones componentes de r(t).

Nota: Si la funcion vectorial r(t) describe el movimiento de una particula, el

vector r(t) = f(t)i + g(t)j + h(t)k sefiala su posicion en el instante t, en
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estos casos t representa la variable tiempo, por ejemplo, r(t) = (2 — t)i +
A+t + (=2 + )k

e Dominio de una funcién vectorial

Esta dado por la interseccion de los dominios de sus funciones componentes, es
decir, dado r(t) = (f(t),g(t),h(t)) entonces, I = Domr(t) = Domf(t) N
Dom g(t) N Dom h(t).

Por ejemplo, sir(t) = (1 + t%1Int,t), el dominiode r ser&: I ={t e R/t > 0}

t2
(2+t) ’

2t
1+ t))'

Ejemplo 2.9. Hallar el dominio de la funcién vectorial f(t) = ( 2t3,(

Solucioén

Def(t) = (f(t),g(t),h(t)), entonces, f(t) = t> /(2 + t),g(t) = 5h () = 2t/

(1 +v),
2
f(t) = 2 +t),Dom f(t) = R — {-2}
2
f(t) =(2+t),Domf(t) = R
f(t) = 2t Dom f(t) = R 1
O = 7 Domf® = R — (-1)

Dom f(t) = Dom f(t) N Dom g(t) N Domh(t) = R — {-2,—-1}
e Rango de una funcion vectorial

El rango o recorrido de una funcién son todos los valores que la funcién devuelve
después de haber introducido todos los valores del dominio, y realizando las

trazas en cada plano se define el intervalo de la variable en referencia. Es decir,

Rng f(t) = {z(t) = f(x(@®),y(®)): (x(t),y(t)) € Dom f(t) < R}
Ejemplo 2.10. Hallar el rango de la funcién vectorial f(t) = (2 + t,t> + 1).
Solucién

Del ejercicio en referencia se tiene, f(t) = (x,y) = (2 + t,t? + 1), por tanto,

x = 2 + t,despejando t,t = x — 2,yreemplazandoeny = t?> + 1, se tiene,
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y=(x—-2)2+1,0sea,y — 1 = (x — 2)? que corresponde a una parabola

de vértice V (2,1) funcion escalar que admite como rango el intervalo de Rng =

[1, +0), O sea,

Figura 41
Rango de la funcién f(t) = (2 + t,t2 + 1)

5

fity=(2+t,2+1)

Nota: Autor (2024)

Ejemplo 2.11. Hallar el dominio, rango y grafica de la funcion vectorial f(x,y) =

16 — 4x2 — y2
v y

Solucién

En primer lugar, se establece que el radicando no debe ser negativo, es decir,
Dom f(x,y) = {(x,y) € R%:16 — 4x* — y* > 0}

Dom f(x,y) = {(x,y) € R?:x?/4 +y?/16 < 1}
Luego, para z = 0, la traza en el plano xy, establece el dominio siguiente,
Domf(x,y) = {(xy) € R%—-2 < x < 2,4 <y < 4,z = 0}

Ademas, del andlisis del dominio, se tiene que, para el rango de la funcién,
Rngf(x,y) = {(x,y) € R%0 < z < 4,x = 0,y = 4}

Rng f(x,y) = {(xy) € R:0 < z < 4x = 2,y = 0}

Es decir, el calculo del rango de la funcion se tiene,

Rng f(x,y) = {x,y,/16 — 4x* — y%:(x,y) € Domf} = {z €:0 < z < 4}
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Reescribiendo la expresion, f(x,y) = z = /16 — 4x? — y?, esta puede

2 2 2
definirse por, x:+’1’—6+i—6 =1, el cual corresponde a la mitad superior de un

elipsoide, o sea,

Figura 42

Dominio, rango y gréfica de la funcién z = /16 — 4x? — y?

Domf(x,y)={(-2<x<2,-4<y<4,z=0)
Nota: Autor (2024)
2.3.2.Limite y continuidad de una funcién vectorial

El concepto de limite de una funcion de variable real se lo aplica en las funciones
vectoriales de variable real, luego, de la definicion de limite de una funcion de

una variable:

Se dice que un numero L es el limite de la funcion f(x) en a si paracadae > 0,
hay un numero § > 0, tal que siempre que x € Dom f(x),y0 < |[x—a| < §,

entonces |f(x) — L| < &, por tanto, por analogia se tiene que, si lim f(x) =L,
x—a

gimr(t) = PQ, luego, para la funcién vectorial r:1 € R3,t - r(t) = f(t)i +
-a

g(®j + h(Hkt € Rse define, limr(t) = {lim f(t),lim g(t), lim h(t)}, siempre
t-a t-a t-a t—-a

gue existan los limites de las funciones componentes.

e Propiedades de los limites defunciones vectoriales
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Si f(t) y g(t) son funciones vectoriales de variable real tal que iimf(t) =ay
-a

%img(t) = by t, es un punto del Dom f(t) N Dom g(t), entonces,
-a

a. cli% f(t) =a, cli% @(t) = k, entonces tli% e(Of(t) = ka

b. lim(f(©) + g(®) = lim f(t) + limg() =a+b

c. lim(f(t) - g(v)) =lm f(t)-limg(t)=a-b

d. lim(f(0)x g() = lim f(®)x lim g(t) = ax b

Ejemplo 2.12. Hallar el limite de la funcion vectorial siguiente

lim £(6) = t?2—2t—3t>—-5t+6
tl—@f - —t—3,t—3

Solucién

Se analiza el limite de las funciones componentes, o sea,

lim(t? — 2t — 3)
fim f(6) ===

= lim(t+1) =4
lim(t - 3) lim(t +1)

lim (t* — 5t+6)

. __ t-3 — . _ — . —
ltllglg(t) = —éilgl(f-@ lt11r31(t 2) = 1, por tanto, ltllgt f() =@4,1)

Ejemplo 2.13. Calcular el limite de la funcion vectorial siguiente

=

lim[( 1 ) ,t3—t \/1—t—\/1+t]

t>0"\1+t t t

Solucién

Se analiza el limite de las funciones componentes, o sea,

1 1+t

li ¢ li ( 1 )t li (1 t )_t lim—1_+1t 1
— — — plm —
tgr&f() tl—%l 1+t tl—%l 1+t ¢ ¢

. s 2 _ - _
limg(t) = lim(t” —1) = —1

(o) = i

-1

(\/1—t—\/1+t)<\/1—t+\/1+t)_l_m ~2 B
t Vi—t+Vitt) to0I—t+Vitt

Por tanto, el limite de la funcion vectorial es, (e~1,—1,—1)
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Ejemplo 2.14. Hallar la continuidad de la funcion vectorial siguiente:

t2_1t3 it+1
fo\e=1"" )"

(2,1),sit=1
Solucién

tim £6) = tim [t 63 ) = [1im (22, 1o 3 = (1) =1
tl—trff()_tl—trf t—1"~ i t—1 i =@ =71
Como ltinllf(t) = f(1), entonces f(t) es continuaent = 1
Ejemplo 2.15. Hallar la continuidad de la funcion vectorial siguiente:
r(t) = (1 +et)i + sentj + (t> —e 2Dk, t =0

Tomando uno a uno las componentes de la funcion vectorial, se tiene,

limf(t) =1lim(1+3t) =0,limg(t) =limsent = 0,limh(t)

t-a t—0 t-a t—0 t—-a

= lim(t? —e %) = -1
t—0

Por tanto, ltirgr(t) = (0,0,—1)

Por otra parte, si a el se dice que r(t) es continua en a Si iim r(t) =r(a), y
-a

recordando las definiciones de limite y continuidad de cursos previos de calculo,
resulta que la funcion vectorial r(t) = f(t)i + g(t)j + h(t)k es continua en a

si y solo si sus funciones componentes f(t), g(t), h(t) son continuas en a.

Ejemplo 2.16. Determinar si la funcién vectorial dada es continua.

sent
b.f(t) = { (t’ tz’T)
(0,0,1),si t = 0

Solucién

Como ltingf(t) = f(0), entonces f(t) es continuaent = 0
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2.4. Derivadas de una funcién vectorial de un parametro

Definicion. Sea f(t) una funcidon vectorial, entonces, se define su derivada

f'(t) como sigue,

r(t + At) — r(t)
At

f'(t) = lim
t—a
siempre que este limite exista.

2.4.1.Interpretacion geométrica de la derivada de una funcién

vectorial

Supongamos que r(t) sea el vector posicion del punto P y el vector r(t + At)

posicion del punto Q, entonces PQ = r(t + At) — r(t) se puede considerar

como un vector secante a la curva C. Si At > 0 el vector Ait(r(t +At) —r(v) =
iPQ tiene la misma direccion y sentido que el vector PQ, entonces cuando At >

1+= . e
0 el vector — PQ se aproxima a un vector que esta en la recta tangente a la curva
C en el punto P. Al vector r'(t) se lo denomina vector tangente a la curva C en el

punto P, siempre que r'(t) existay r'(t) # O.

Figura 43

Interpretacion geométrica de la derivada de una funcion

Nota: Autor (2024)
2.4.2. Teorema para el calculo de r'(t)

Sea la funcion vectorial r(t) = f(t)i + g(t)j + h(t)k = (f(t), g(t), h(t)) con

tel tal que f(t), g(t) y h(t) son funciones derivables en | entonces se cumple,

r'@) = f'®i + g’ + KOk = (F(©),9'(®),h'(®)
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Demostracion:

r((t+4t) —r ()
At B

= fim,
= Alitrgoi [(f (& + AD), g ¢ + A6), he + A0) — (f (D), g(&), h(D))] =

= Jim = [ (C+40) ~ £ (0,9t + A1) — g(0), h (¢ +.40) — h(t)] =

_ f+A)—f@) . gt+At)—g) . h(t+At) —h(t)
=| lim , lim , lim =
At—0 At At—0 At At—0 At

=(f'(©),9'®, K@)

Ejemplo 2.17. Hallar la derivada y el vector tangente unitario de la funcion

vectorial siguiente r(t) = costi + sentj + tk = (cost,sent,t)cont € R
Solucion

Aplicando la operacién derivada en cada una de las funciones componentes se

tiene, r'(t) = (—sent,cost, 1), que al ser evaluado en el punto t = 0, se tiene,

r'(t) = (—sen0,cos0,1) = (0,1,1) A su vez el vector tangente unitario

corresponde a,

() r'(0) _( 1 1)_1

BEOIA AN/ AN A

Las ecuaciones paramétricas de la recta tangente a la hélice en el punto
P(1,0,0) son:

x=1
y = t, siendo teR
z=t

Como se muestra a continuacion, la gréfica de la funcion vectorial corresponde

a una hélice:
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Figura 44

Hélice circular de eje z, radio 1 y paso 21T

-~

12

z] r(t) = (cost,sent,t)

Nota: Autor (2024)

2.5. Reglas de derivacion entre funciones vectoriales

Sean r y u funciones vectoriales derivables, ¢ un escalar y f una funcién real

derivable. Entonces se tiene las siguientes reglas de derivacion

a. Miltiplo escalar: - [cr(t) = cr'(£)]

b. Mdltiplo escalar: <[r(t) + u(®)] = r'(t) + u'(t)

c. Miultiplo escalar: %[f(t)r(t)] = f'(Or) + fOr'(t)

d. Miiltiplo escalar: < [r(t) - u(t)] = r'(t) - u(t) + r(t) - w'(t)
e. Mdltiplo escalar: < [r(t) xu(t)] = /() xu(t) + r(t) xu'(t)

f. Mdltiplo escalar: %[r(f(t)] = r'(f(e)f'(t)

Ejemplo 2.18. Demostrar las siguientes reglas de derivacion entre funciones

vectoriales.
a. [f@®).r@]
b. [r(t) xu(®)]

Para el caso (a) se tiene,

[F(O).r@®)] = ;g%f t + hyr(t +hh> ~ f(©)g(®)
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L& P+ B = FOr® + fOrE + b = fFOr@

::Eeo h
— 1 (ft + f)r + h) + f(O@(E + h) — r(t))
s h

y (fe+hn-f®) . fOCE+R —1®
im + lim

h—0 h h—0 h
e+ - f®) @+ h =1
= }ll_r% n r(t+h) + }ll_r% A f(®)
= Jim (F(t + h}z - f(t))}li%r(“r R+ lim (r(t + h}z — (b limf (0

= f'®Or@® + fOr'®)

Para el caso (b), se tiene,

h) —
(r(t + ;)l r(t)) ©

(u(t + h) — u(t))
n xr

(r(t)xu(t)) = }ll_r)r(l) xu(t+ h) + }ll_r)r(l)

i (rit+h) —r(®))
h—0 h

u(t + h) — u(t
xlimu(t+h)+lim( ( ) ())
h—0 h—=0 h

x}li_I}(l)r(t)
=r'(t)xu(t) + r(t)xu'(t)

Ejemplo 2.19. Dadas las funciones vectoriales r(t) = (6t + 8)i + (4t> +
2t- 3)j + Stkyu(t) = (t*- 3)i + (2t + 4)j + (32 — 3Dk.

Hallar:
a. —[r(t) - u(t)]
b. = [u(t)x u'(t)]
Solucion

Para el caso (a), se tiene, r'(t) = i(8t + 2)j + ky w'(t) = 2ti + 2j + 3t? —3)k 0
sea, %[r(t) cu(t)] = (6i + (8t + 2)j + 5k) - ((t2 — 3)i + (2t + 4)j +
(t3 — 3t)k) + ((6t + 8)i + (4t% + 2t — 3)j + 5tk) - (2ti + 2j +

(3t%- 3)k)

= 20t3 + 42t% + 26t — 16.
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Para el caso (b), se tiene, %[[u(t)xu’(t)] =u@®)xu'(t) + ul®)xu'(t) =

u(t) x u'(t)]

d
u"(t) =%2ti + 2j + (3t?>-3)k) = 2i + 6tk

Por lo tanto, % [u@®) xu'(t)] =0+ ((t2 = 3)i+ 2t + 4)j + (t3 — 3t)k)x(2i +

6tk)
i j k
=1t?—-3 2t+4 t3-3t
2 0 6t

= 6t(2t + 4)i — (6t(t? —3) — 2((t2 —3))j — 2(2t + )k
= (12t% + 24¢t)i + (12t — 4t3) — (4t + 8)k

Ejemplo 2.20. Dadas las funciones vectoriales r1(t) = (5t2,t,—t3) yr2(t) =

(sent,—cost,0). Hallar la derivada de

a. r(t) r(t)
b. r(t) xr,(t)

Solucidon

Para el caso (a), se tiene,

rit = (10t,1,—3t2),1,'t = (cost, sent,0), 0 sea,

= (10¢,1, —3t?)(sent,— cos t,0) + (cost, sent, 0)(5t?,t, —t3)
= 10tsent — cost + 5t?cost — cost = (5t? — 1)cost + 11tsent

Otro método es efectuar primero el producto escalar entre las funciones

vectoriales, o sea,

r1(t) - rp(t) = (5t%4, t, —t3)(sent, —cost, 0) = 5t% sent-tcost, luego se tiene, (rl(t) .

rz(t))’ = (5t?sent —tcost) = 10t sent — cost + 5t cost — cos t
=(5t2—1)cost + 11t sent
Para el caso (b), se tiene,

rit = (10t,1,—3t2),1,'t = (cost, sent,0), 0 sea,
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=1,/ (t)xry(t)) = (10t,1, -3t x(sen t, —cost, 0) + (5t t, —t3)(cost, sen t, 0)

= (—3t%cost,—3t%sen t,—10tcost — sen t) + (t3sent, —t3cos t, 5t2sent — tcost
= t?(—3cost + tsent), —t*(sent + tcost), —11tcost — sent + 5t%sent)

Otro método es efectuar primero el producto cruz entre las funciones
vectoriales, o sea,
r1(t) x ro(t) = (—t3cost,—t3sent,—5t% cost — tsent)

14
(r ()x 12()) = ((—t3cost, —t3 sen t, —5t? cost — tsent))
= (—3t2cost + t3sent), (—3t%sent — t3cost), —11tcost — sent + 5t%sent)
= t2(-3cost+tsent) _2(gent + tcost), —11tcost — sent + 5t2sent)

2.5.1.Aplicaciones de laderivada de funciones vectoriales

Como ya se analizé en parrafos anteriores, las funciones vectoriales (tomando
como parametro t el tiempo), las podemos usar para describir el movimiento a lo
largo de una curva y poder trazar la grafica de una curva, a esto le podemos
afnadir el hecho de que la derivada de una funcién vectorial representa la
velocidad de la particula, y la segunda derivada determina la funcién aceleracién,

con lo cual, se debe considerar las siguientes premisas:

1. El vector r'(t0) = v(t0) se denomina vector velocidad y es el vector
tangente a la curva C, y su norma, o sea, ||r'(t0)|| representa la velocidad
escalar de r(t0) en el punto t0.

2. De manera analoga, v'(t0) = a(t0) representa el vector aceleracion se
define.

3. Larapidez de una particula en t0 es la define como la magnitud del vector

velocidad, o sea:

I (to) I = llv(to) |l = Vf ()2 + g(£o)? + h(t)?

Ejemplo 2.21. El movimiento de una particula se describe por la funcion r(t) =
(3cost,3sent),t € R. Determinar la velocidad, rapidez y aceleracion en

cualquier instante, asi como la grafica de la funcion vectorial.
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Figura 45

Movimiento de una particula

r'(t)

r(t)

4

Nota: Autor (2024)
Solucién

Por definicibn  se tiene, r'(t) = v(t) = (—3sent,3cost). La rapidez

corresponde a la norma del vector velocidad, o sea, |[v(t)| =

\/(—356nt)2+(3605t)2 =3, finalmente, la aceleracion es, V'(t) =

(—3cost, — 3sent).

Ejemplo. 2.22. El movimiento de una particula se describe por la funcién r(t) =
(cos2t,sen2t,2t),t € R. Determinar la velocidad, rapidez, aceleracion y el

angulo que forman los vectores velocidad y aceleracion.
Solucién

Velocidad, v(t) = r'(t) = (cos2t,sen2t,2t)’ = (—2sen2t,2cos2t,2)

Rapidez, [[v(D)|l = y/(—2sen2t)? + (2cost)2 +22 = VA+4+4 =23

Aceleracion, a(t) = v'(t) = (—2sen2t, 2cos2t ,2)' = (—4cos2t, — 4sen 2t , 0)

Norma de la aceleracion, [|a(t)|| = \/(—4c052t)2 + (—4sent)?2+0= V16 + 16 =
42

Como se explico anteriormente, el angulo entre dos vectores se determina por,

v -at)  (—2sen2t,2cos2t,2)(—4cos 2t,— 4sen2t,0) 0
~lv®l||la®I] (2V3)(4V2) NG

cosf
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Por tanto, cos6 = 0, 0 sea, 8 = cos~1(0) = g =90°

Ejemplo 2.23. Una particula se mueve a lo largo de una curva cuyas ecuaciones
paramétricas son x = e,y = 2cos3t,y z = 2sen3t, donde t es el tiempo.

Determinar:

a. Velocidad y aceleracion en cualquier instante.

b. Las magnitudes de la velocidad y aceleracionent = 0.
Solucién

Para el caso (a) se tiene que, dado el vector posicion definido por, r = e~ti +
2cos3tj + 2 sen 3t k, el vector velocidad corresponde a, v(t) = % =—eti—

_dv _ d*r

6sen3t j + 6cos3tk y la aceleracion esta dada, a=—=-—S=e"i -

18cos3tj — 18 sen 3t k.

Para el caso (b), la magnitud de la velocidad y aceleracién en t = 0,

corresponde a,

v(0) = (-=1,-6,0),0 seq, ||[v(®)]| = V(=12 + (=6)2 + 02 = V37

a(0) = (1,-18,0),0 seq, |la(t)|| = /12 + (—18)2 + 02 = /325

Ejemplo 2.24. Una particula se mueve a lo largo de una curva cuyas ecuaciones
paramétricas son x = 2t%,y = t?> — 4t,z = —t- 5, dondet es el tiempo.
Determinar componentes de su velocidad y aceleracion en el momento t =1 en
la direccion i — 2j + 2k. Dado el vector posicion definido por, r = 2t2i +

(t2 — 4t)j + (—t — 5) k, el vector velocidad corresponde a, v(t) = It _ 4t —
J p o

(2t — 4)] — k,ent = 1,v(1) = 4i — 2j — k.
El vector unitario en la direccién i — 2j + 2k es

[ —2j+ 2k 1‘2'2k
_L,_],_
J12+(=2)2+(2)23 373

Luego, la componente en la direccién dada esta dada por la proyeccion vectorial,

(4i — 2j k)(l' 2+2k>—2
b 3t7373%) 7
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L, d?r  d (dr d,, .. . . .
La aceleracion, a = == E(E) = E(4tl +Q2t—4)j—k)=4i+2j

Ejemplo 2.25. Una persona lanza una pelota con una velocidad inicial de 20 m/s,
y un angulo de elevacién de 60° hacia un muro de 20 m de alto, que se encuentra
a 10v/3 m de distancia. Si la mano del muchacho se halla a 1 m del suelo, se

pide determinar:

a. La funcién vectorial que describe la trayectoria de la pelota.
b. ¢Cae la pelota detras del muro o choca con él? Si choca, determinar el

angulo con que choca (considere g = 10 m/s?).

Figura 46

Movimiento bidimensional

3
J
} [ A 4
y = Vvysena =]
,,". S —
-~ =
g —{ H
a x=v,cosa =
x
r—
h —
" -
«— =103 —> X

Nota: Autor (2024)
Solucién

De los datos del problema, se tiene, vo =20m/s, 8 = 60°H =20m, d =

10V3,h = 1.5m,g = 10 m/s?

A partir de las ecuaciones del movimiento parabdlico,
x = 20c0s60°t = 10t

y =1+ vysen60° — 0.5gt% = 1 + 10+/3t — 5t

a. Luego, la funcién vectorial correspondiente es,
f(t) = (10t,1 + 103t — 5t?)

b. Para el caso en x, = d = 10v/3, entonces, 10v3 = 10t,t = /3s
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por lo tanto, y = 1 4+ 10+/3t — 5t2 = 1 + 10v/3(V/3) — 5(@)2 — 16m

Como y < H o sea,16 < 20, entonces, el angulo de impacto es, f'(t) = (10t,1 +

103t — 5t?)' = (10,103 — 10t), y para t = /3,
f'(V3) = (10,10¥3 — 10(¥/3)) = (10,0)

y puesto que tanf = y/x, se tiene,

tanp Sy 0 0,8 = tan~1(0) = 0°
x 10 7

Ejemplo 2.26. Un proyectil se dispara con rapidez inicial de 500 m/s, y un &ngulo
de elevacion de 30°, se pide determinar: a. la velocidad en el tiempo, t. b) La
altura maxima. c. Su alcance. d. La rapidez del proyectil al impactar en el suelo

(considere g = 10 m/s?).
Solucién

De los datos del problema, se tiene lo siguiente, v, = 500m/s, 8 = 30° Del

analisis de movimiento parabdlico, se tiene,
x = v,c0530°t = 250+/3t

y; = sen30°t

y = vysen30°t — 5t? = 250t — 5t

f() = (250V3t, 20t — 5t?)

a. f'(t) = (250V3t, 250t — 5t2) = (250v/3,250 — 10t)
b. Altura maxima, y’(250t — 5t2)’ = 250 — 10t = 0,t = 25s

Luego, Vimar = 250(25) — 5(25)% = 3125m
c. Su alcance maximo, para t = 25s
X = vc0s30°t = 250v/3(25) = 6250v/3m

d. Rapidez del proyectil al impactar en el suelo

lIf'(t - 50)|| = \/(250\/5)2 +(=250)2 = 500m/s
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Figura 47

Movimiento bidimensional

Vo

o - ——

vosen3(00 _ =
-

|
i
thmax
7 I
t
|
|

<

vocos 300 X

Nota: Autor (2024)

2.6. Integral de una funcion vectorial de un parametro

La integral de una funcién vectorial continua r(t) en un intervalo [a,b] del
parametro t, se define de forma similar a la integral de una funcién con valores
reales, pero teniendo en cuenta que ahora el resultado es un vector, de manera
gue la integral de r(t) se puede expresar en términos de las integrales de sus

funciones componentes si cada una de las integrales existe, como sigue:

[r@®dt = [ fOidt + [ gt)jdt + [ h(t)kdt

Para el caso de la integral definida y aplicando el Teorema Fundamental del
Célculo y la Regla de Barrowse generaliza para funciones vectoriales continuas,

de la siguiente manera

b
[ r@ac = R = R®) - RE@)

a

Donde R(t) es una primitiva de r(t), 0 sea, R'(t) = r(t)

Propiedades de la integral de una funcién vectorial

a. [ar(t)dt =af r(t)dt
b. fc-r(t)dt =c- [r(t)dt
c. [cxr(t)dt =cx[r(t)dt

d. [ (n@®) £r)dt = [ r(0)dt £ [ r(t)dt
e. [Ifr@®de|l < [|Ir()llde
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Ejemplo 2.27. Encontrar la funcion vectorial mas general cuya derivada es:

R(t) = (t,—t3,3t5)

[R(®)dt =7(t) = [tdti— [t3j+3[ t°k + C
tZ t4 6
T(t) =7l—zj +7k+C
Ejemplo 2.28. Encontrar la funcién vectorial mas general cuya derivada es:

1
1+t2"1 —¢2

fR(t)dtzr(t)zf dt '+f dt j+ftantdtk+C

1+t21 1—t2

R(D) = (

,tan t)

r(t) = tan"! ti + sen~1tj + In|cosecx| + C
Ejemplo 2.29. Encontrar la funcién vectorial cuya derivada es:
R(t) = (t3,tVt — 1, t senmt),t € [1,2]
Solucién
2
1

2 2 2
f R(t)dt = r(t) =J tzdti+J t\/t—ltdti+J tsenmtdtk
1 1 1

t3 2 5 2 3 —tcosmt senrt
_ U > S 2. 2
PO =i+ G- D245 (0= D2+ (— e + 250
ool 18 3,
nYU=3tT15/ 75

Ejemplo 2.30. Encontrar la funcién vectorial cuya derivada es:

I
R(t) = (sent, cost,tant),t € [0, Z]

Solucion
Y Y Y
z z (% (%
f R(t)dtzr(t)zfsentdtl—i—f costdt]+ftantdtk
0 0 0 0
n T n
r(t9 = —cost |t i+sent|f|z +1n |secx ||tk

Introduccién al Calculo Vectorial para Ingenieria pag. 71



EDITORIAL GRUPO

Capitulo II: Funciones vectoriales de un parametro

r(t)=<1—ﬁ>i+gj+ln\/§k

2

Ejemplo 2.31. Encontrar la funcion vectorial cuya derivada es:

1 1
1+t2'VT+e2

R(t) = ( 4t3),t6[2,4]

j:R(t)dt =r(t) = f:—da +

3
T \/7(1u+j at3dtk

1
r(t) = Eln(l +t2) |30 + 1+ t2)3) + t*3k

r(t)—lln(l )z+(\/_ V5)j + 240k

2.7. Caracteristicas en las curvas de funciones vectoriales de

un parametro

Existen muchas formas de definir una curva, asi por ejemplo podemos definir a
una curva como el rango de una funcion vectorial de variable real, también se
puede definir como la trayectoria de una particula en movimiento, por lo tanto
para nuestro estudio a una curva se puede representar por medio de una funcion
vectorial f(t) = x(t)i + y(t)j + z(t)k, la que se denota por C: f(t), donde cada
valor de t0 de t le corresponde un punto de la curva C cuyo vector de posicion

es f(ry) es decir,f(ty) = x(ty)i + y(ty)j + z(ty)k

Observacién: La pregunta que se pueden hacer es como una funcion vectorial
de variable real donde los elementos de su rango son vectores pueden generar
una gréafica (Curva). En realidad, al trasladar un elemento t € Dom f(t) de la
funcion f(t) en R3 y transformado por la regla de correspondencia en un vector
con origen en (0,0,0) de modo que su extremo se encuentra en la curva, el
“paso” de este vector genera un punto en la curva, con lo cual la traza de la curva
estara formada por las “huellas” de todos los vectores obtenidos al ser
trasladados del Dom f(t). También a una curva C, se la puede definir por medio
de las ecuaciones: x =x(t),y=y(t),z=2z(t), Illamadas ecuaciones

parameétricas de la curva C donde la variable t se denomina parametro.
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Ejemplo 2.31. Realizar la grafica de la funcion vectorial f(t) = 2senti +

3costj,t € [0,2m]
Solucidén
Las ecuaciones paramétricas de f(t) pueden ser reescritas como sigue,

X2 v
y = 3cost,y? = 9sen?t’ de donde, - +°-=1

{x = 2sent, x? = 4sen’t
Ecuacion que representa una elipse, de ecuacion 9x2 + y? = 36, y, €(0,0)

Figura 48

Forma paramétrica de la elipse

e

fit)y=2senti+3cost)

Nota: Autor (2024)

Ejemplo 2.32. Realizar la grafica de la funcion vectorial f(t) = 4senti + 3costj +
tk,t € [0,4m].
Solucion
Las ecuaciones paramétricas de f(t) son,
x = 4sent,x? = 16sen®t 2y
y = 3cost,y?> = 9sen?t ,dedonde, —+7-=1

z =1

La funcion de valor vectorial f(t) = 4senti + 3costj + tk, describe una hélice

eliptica. La proyeccion de esta hélice en el plano xy es una elipse.

Por dltimo, las flechas en el grafico de esta hélice indican la orientacion de la

curva a medida que t progresa de 0 a 4.
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Figura 49

Hélice eliptica parametrizada

f(t)y=4dsenti+3costj+tk
z

o

2.7.1.Conversiéon de ecuaciones de una curva en el plano

Nota: Autor (2024)

e De ecuaciones paramétricas a cartesianas

A partir de la ecuacion cartesiana F(x,y) = 0, se puede obtener una curva C,
donde cada una de las variables es una funcién de una tercera variable t, es
decir: x = f(t),y = g(t),donde cada t € I, determina un par de valores reales

x = f(t)

teR
y=g(t)

(x, y) que satisface a la ecuacion F(x,y) = 0, es decir, C:{

Ejemplo 2.33. Parametrizar la parabola y = x2/2 + x
Solucion

La funcion dada puede ser reescrita como sigue:

x =t teR

tZ
Seax =t y==—+t, luego, 2
=3 g {y=%+t

e De ecuaciones cartesianas a paramétricas

x = f(t)
y=9(0)
obtener su ecuacion cartesiana F(x,y) = 0, con solo eliminar el parametro t por

Dadas las ecuaciones paramétricas de una curva, C:{ teR, se puede

métodos algebraicos o por medio de algunas identidades trigonométricas.

— 2
Ejemplo 2.34. Hallar la ecuacion cartesiana de la curva C: {xy__3§ _|_+32 teR
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Solucién

Despeando el parametrot en, y =t + 3, se tiene,t = y — 3 y reemplazando en
la ecuacion x =3t%? +2=3(y—3)?+2,(x—2)/3 = (y—3)?, ecuaciéon que

corresponde a una parabola de vértice V(2,3) (ver figura 50).

' i6 : =2(1 0
Ejemplo 2.35. Hallar la ecuacion cartesiana de C: {x (1 + cost)

y = 2senf, 0eR
Solucion
-2
_ i _ XT = cos6 .
Despejando el parametro t en ambas ecuaciones, 5 , luego se tiene,
= = senf
2

xX—2 2 _ 2 y 2 _ 2
(T) = cos“ 0, (5) = sen“0
Sumando las ultimas ecuaciones se obtiene, C:(x —2)?+y? =4, que

corresponde a una circunferencia de centro y radio, C(2,0),r = 2 (ver figura 51)

Figura 50
Parabola parametrizada

(x-2)/3=(y-3)

Nota: Autor (2024)
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Figura 51

Circunferencia parametrizada

Nota: Autor (2024)
2.7.2.Definicion de tipos de curvas

Sea una curva C la representacion gréafica de la funcion vectorial r(t) con tel =
[a, b]

e ( esuna curva simple si Vty, t,e(a, b) tal que t; # t, resulta r(t;) # r(t,)

Figura 52
Tipos de lineas curvas

a. curvas simples

b. curvas no simples /‘6( OQ

Nota: Autor (2024)
Es decir, una curva C es simple si no se cruza a si mismo al variar t en (a, b).

e ( esunacurvacerradasir(a) = r(b), en caso contrario la curva C es una

curva abierta.
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Figura 53

Tipos de curvas geométricas

a. curva cerrada b. curva no cerrada
Nota: Autor (2024)

e ( esuna curva suave si r(t) es continua en (a,b) y r'(t) # 0vVte(a,b), es

decir, una curva suave no posee puntos angulosos.

e C es una curva seccionalmente suave (suave por partes) si esta formada

por un numero finito de arcos de curva suave.
Curva seccionalmente suave
C:C]_UCZUC3UC4_

Figura 54

Curva seccionalmente suave (suave por tramos)

Nota: Autor (2024)

Sila curva C, esta contenida en un plano, la curva C se define como curva plana,
en caso contrario se denomina curva alabeada, por ejemplo, la circunferencia, la
elipse, son curvas planas, en cambio la hélice cilindrica es una curva alabeada.
Por otro lado, se define a una curva como regular si r(t) es de clase €'y ademas
r'(t) # 0,Vt € [a, b].

Los puntos P(x,y,z) de la curva C, en donde r'(t) #0 para alguna
representacién paramétrica de la curva C se denominan puntos regulares, pero

los puntos en donde r'(t) = 0, se denominan puntos singulares.
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Ejemplo 2.36. Demostrar que la curva definida por r(t) = (t3—¢t,t°—

t,sen’nt),Vt € [~=,~], es una curva regular y si P(0,0,0) es un punto miltiple.

Solucién

La curva es regular si no tiene puntos singulares, es decir, puntos donde el vector
derivado sea (0,0,0). Como el vector derivado es, r'(t) = (3t? — 1,5t* — 1,2sen

Tt cos Tt)

Este vector se anula, si y solo si, 3t —1 = 0,5t* — 1 = 0,2senntcosnt = 0, lo
cual no ocurre simultineamente para ningun valor de t, por tanto, es una curva

regular.

Ademas, para que sea P(0,0,0) sea punto multiple debe ser x =0,y = 0,z = 0,
para dos valores distintos de 4, y buscando si existen estos valores, se tiene,

32-1=0,2, —iT,St‘*—l—OA —if,Zsenntcosnt—Ozl € {0,+1}

Luego, P(0,0,0) es un punto multiple de multiplicidad 3.

2.7.3.Longitud de una curva parametrizada

Se toma una curva de clase C?!, definida por r(t) = (f(t),g(t))cont € [a, b], ¥
tomando n subintervalos de longitud t= (b —a)/n, ademas, sea t 0 el
parametro que corresponde al punto inicial Py =A de la curva, y tn» = b el
pardmetro que corresponde al punto final Pn = B, donde t, t,,,,,t, (donde t; =
t;_1 + At) para cada i) a los valores de t al final de cada subintervalo en la figura
paramétrica, entonces para cada la poligonal con  vértices

Py, Py, ... ,Pi_1,P;, ... , B, aproxima a la curva C, tal como se muestra en la figura.

Figura 55
Aproximacion poligonal de C

YA

0 X

Nota: Autor (2024)

Introduccion al Célculo Vectorial para Ingenieria pag. 78



EDITORIAL GRUPO

Capitulo II: Funciones vectoriales de un parametro

Si se desea medir la longitud de la curva, aproximandola con la longitud de la

poligonal, que es la suma de las longitudes de los n segmentos. Considerando

gue cuando n — «, la poligonal se aproxima cada vez “mejor” a la curva, de esta

forma se define la longitud total de la curva L¢ = lim Y%, ||P,_; — Py||, donde
n—-oo

|Pi—y = Pui|| = VIF @) — fti—D]? + [g9(t) — g(ti-1)]?, recordando que, f(&;) —
f(tiz1) = f'(c)At, g(t;) — g(ti—1) = g'(dy)At

Entonces, la suma de las longitudes de los segmentos resulta:

n b
Le = lim > VTP + [ @F At = [ JIFOF + g @F de
i=1 @

En el caso de una curva suave en el espacio, parametrizada por, r(t) =

(f (1), g(t), h(t)) de clase C* con te[a, b], la ecuacion de longitud de la curva dada

por r(t) corresponde a, L, = fabllr’(t)ll dt = f;\/[f’(t)]2 + [g'(®)]2 + [ (®)]? dt

Ejemplo 2.37. Calcular la longitud de la funcién r(t) = (4cost, 4sent),t € [0,27]

Solucién

De la funcion r(t) = (4cost, 4sent), y derivando, r'(t) = (—4sent, 4cost)

2T

b 21
Lc = J |7 (®)] dt = J J[—4sent]? + [4cost]2dt = J 4dt = 8m
a 0 0

Ejemplo 2.38. Calcular la longitud de una vuelta de la hélice circular definida por
r(t) = (cost, sent, 3),t € [0,2m]

Solucién

De la funcién r(t) = (cost, sent, 3), y derivando, r'(t) = (—sent, cost, 0)

b 21 21
Lc = j |7l dt = J \/[—sen t]2 + [cost]? + 9dt = j V10dt = 2v/10x
a 0 0

Ejemplo 2.39. Calcular la longitud de la pardbola y = x2,x € [0,1].
Solucion

Parametrizando la parabola se tiene:
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x =t y=t? luego la funcion parametrizada es, r(t) = (t,t?),t € [0,1] con

r'(t) = (1,2t), entonces, ||r'(t)|| = V1 + 4t? , 0 sea

Le = f;llr'(t)ll dt = fol\/l +4t2dt, haciendo, t =4/, u = tan — 12t tiene,

dt = seczgdu, osea, [V1+4t2dt = %fsec2 uv1 + tan? udu

1 1 1 1
Ef sec3 udu = > (secutanu + Ef secudu) = Z(secutanu + In(secu + tanu)

Luego se obtiene, i(secutan u + In(secu + tan u), donde, sec(t) = V1 + 4t2

tan(tan~! 2t) = 2¢, por tanto, = iln(Zt + V1 + 4t? +%t\/1 + 4t2, al evaluar se

tiene, = < in (2t + VI + 4% + 5 tV1+ 4tZ| (1) = =[in(1 ++5) + 2v5]

4

2.8. Vectores unitarios: Tangente, Normal principal y Binormal

de un parametro

e Vector Tangente unitario

Si r(t) es el vector de posicion de una curva C en un punto P de C, el vector

tangente unitario de la curva C en P, y que se denota por T(t), esta dado T(t) =

ri(t)
- @l

tal como se muestra en la figura.

Figura 56

Vector tangente unitario
z1 r'(t)

r'(t)
[ (e)]|

T(1)
rit)

k

Nota: Autor (2024)
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e Vector Normal unitario

Si r(t) es el vector tangente unitario de la curva C en el punto P de C, el vector

normal unitario de C en P, denotado por N(t), es el vector unitario en la direccion

de T'(t) esta dado por, N(t) = ”;,((;)”,, tal como se muestra en la figura.
Figura 57
Vector normal
N r'(t) Fd
T(t) ( /i'(t\w
r(t)
\\
0 y %

Nota: Autor (2024)
e Vector Binormal unitario

El producto cruz de T(t) y N(t) es un vector unitario ortogonal tanto a T(t) como
aN(t).
Este vector es llamado vector binormal unitario y se denota por B(t) =

T(t)xN(t).

Los tres vectores unitarios mutuamente ortogonales T(t), N(t) y B(t) de una
curva C reciben el nombre de triedro movil de la curva C. Los planos
determinados por las representaciones de los tres vectores en un punto del
espacio reciben nombres especificos (mas adelante se amplian estos

conceptos):
Plano osculador: Formado por los vectores unitarios T(t) y N(t)
Plano rectificador: Formado por los vectores unitarios T(t) y B(t).

Plano normal: Formado por los vectores unitarios N(t) y B(t).
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Figura 58

Vector binormal unitario

Nota: Autor (2024)

2.9. Vector Curvaturay Curvatura

La curvatura de la curva C en un punto mide que tan rapido la curva cambia de
direccién en ese punto. Especificamente mide la magnitud de la razén de cambio
del vector unitario tangente con respecto a la longitud de arco. Si r(t) es el vector
de posicion de la curva C, entonces,

Tr(t)

el vector curvatura esta dado por, K(t) = Ol

y el radio de curvatura por, k(t) = ”r'(”?,’(c—t;l'l;(t)”

Ejemplo 2.40. Sea C la curva definida por las ecuaciones: r(t) = (t?,4t,t3),
determine la funcién curvatura y el radio de curvatura en r(0) = (0,0,0)
Solucién

| " ©xrr(e)||
lr’' I3

(t2,4t,t3),r'(t) = (2t,4,3t%),r"(t) = (2,0,6t), evaluado en t=0,r(t)=

De la expresion, k(t) = , luego para esta curva, se tiene,r(t) =

i ok
(0,4,0),7"(t) = (2,0,0), ademas, r'()xr"(t) = (0,4,0)x(2,0,0)=[0 4 o|=
2 0 0

—8k, y sunorma, ||r'(t)xr""(t)|| = 8

Luego la curvatura en (2,0,0) es k(t) = f—s = %
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El radio de curvatura R(t) es el inverso de la curvatura k, es decir, R(t) = ? =8

Ejemplo 2.41. Encontrar la curvatura y el vector normal de la parametrizacion
r(t):R - R3,7(t) = (t,2t3t?)
Solucién

[|lr" ©xr"" )|
i1

(t, 2t%,t2),7'(t) = (1,4t,20),r"(t) = (0,4,2), por tanto, HOIE

Se conoce que, k(t) = , luego para esta curva, se tiene, r(t) =

J1+@A)2+ (2t)2 =vV1+20t2, ademas, r'(O)xr"(t) = (1,4t,2t)x(0,4,2) =

i j k
0 4t 2t|=-2j+4k, y su norma, |r'(t)xr"@®)|=+/(=2)2+ (4)% =25,
0 4 2
luego,k(t) = ie,
(1+20t?)2

El vector normal tiene la misma direccion y sentido que el vector,
[r'(©)xr" (t)]xr'(t),por lo tanto, [(1,4t, 2t)x(0,4,2)]x(1,4t, 2t) = (0,4,2)x(1,4t, 2t),

i j ok
osea, [r'xr"]xr' =10 4 2|=-20ti+4j+2k
0 4t 2t

Figura 59

Curvatura funcion parametrizada

r(t) = (t,2t%,t?)

Nota: Autor (2024)

Como este vector debe ser unitario, el vector normal correspondiente es,

|(—20t,4,2)|| = /(—208)2 + (4)2 + (2)% = V400tZ + 20
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NE) = —20t,4,2  —20ti +4j + 2k
|[—20t, 4,2]| V400t2 + 20

Ejemplo 2.42. Hallar los vectores tangente unitario y normal principal de la

espiral conica generado por, r(t) = (acost, bcost), t € [0,2r], siendo a, b > 0.
Solucién

De r(t) = (acost, bsent), se tiene, r'(t) = (—asent, bcost), por tanto, ||r'(t)| =

Va2sen?t + b2cos?t, luego
ri(t) ( —-asent bcost )

Vector unitario, T(t) =

IO~ \VaZsenZt+bZcos2t’ VaZsenZt+b2cosit
r'"'(t) —ab?cost —a’bsent
T(t) = Il,r.//(t)” = 3 ) E
(a?sen?t + b2cos?t)z (a%sen?t + b%cos?t)2
Ademas, si ||T'(®)|| = ab luego el vector normal es, N(t) = O _
! a?sen?t+b2cos?t’ ! G

bcost —asent
vaZsen?t+b2cos?t’ VaZsen?t+b2cos?t

Ejemplo 2.43. Hallar el triedro moévil de la curva y = x2, z = 2x en el punto x=2.
Solucion

Escribiendo la curva en forma paramétrica, se tiene, C:x=x2, z = 2x,

considerando x = t

r(t) = (t,t2,2t) por tanto, r'(t) = (1, 2t,2),y tomando,t = 2,r'(2) = (1, 4,2),

, _ _ '@ _r@)  (1,42)
Ir’ ()|l = V1 + 16 + 4 = V21, por tanto, T(t) = —IIr’(t)ll'T(Z) =l v

r'(t) =(1,2t,2) = (1,4,2),r"(t) = (0,2,0), [[r"(2)|| = 2

r(Dxr/(t) 2) = (1,42)x(0,2,0) _ (-4,0,2)

Calculo Binormal, B(t) = rE— = Tazmoz0l = 27

. 1,42 -4,0,2 4 5 8
Céalculo Normal, N(t) = T(t) x B(t) = (m)x( o ) — (m—s’_m'm)
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2.10. Planos: Osculador, Normal y Rectificante

Estos conceptos estan vinculados al hecho de que si se considera una curva

regular definida que va de r(t): [a, b] —» R3,tal que, r(a,b) = C c R3, entonces,
e Plano Osculador

El plano que pasa por el punto, r(ty) = (X, ¥0,Zo) Y ademas es paralelo a los
vectores T(ty) y N(ty), se llama plano osculador, y su ecuacion esta dada por:

r(t):[a, b] - R3,tal que, r(a,b) = C c R3, entonces,
e Plano Normal

El plano que pasa por el punto , r(ty) = (Xg,Vo,Zo) Y ademas es paralelo a los
vectores B(ty) ¥ N(ty), se llama plano normal principal, y su ecuacion esta

dada por: T(to)[(x,y,2) — (xo,¥0,20)] =0
e Plano Rectificante

El plano que pasa por el punto , r(ty) = (Xg,Vo,Zo) Y ademas es paralelo a los
vectores T(t,) y B(t,), se llama plano rectificante, y su ecuacion esta dada por:
N(to)[(x;% Z) - (xo,}’O; ZO)] = 0

Figura 60

Triedro de Frenet — Serret

B~B (vector binormal)

Plano rectificante

N (vector normal)

~
Gector t . Plano osculador
veclor langente

¥

Nota: Autor (2024)

Ejemplo 2.44. Determinar el centro de curvatura de la curva dada por las

ecuacionesx =cos 0; y=sen6,z=6,enz = .
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Solucién

Hay que determinar el vector normal y el radio de curvatura. Se conoce que el
vector dado por [r'(8) xr”(8)] xr'(0) tiene la misma direccion y sentido que el

vector normal principal, por lo tanto,

r'(0) =(—senB,cos0,1),r"(8) = (—cosO,—senb ,0),evaluado en

i j k
r'(m) xr'"(m) =(0,—-1,1)x(1,0,0) =0 -1 1|=(0,1,1)
1 0 O
i j k
[r(m)xr"(m)] x r'(m) =(0,1,1)x(0,—1,1) = |0 1 1/=(2,0,0)
1 -1 1

Luego, el vector normal en el punto correspondiente a 6 = m es,

(2,0,0)
2

1(2,0,0)|| = /(2)2 + (0)2 + (0)2 = V4 = 2,0 sea, N(t) = = (1,0,0)

Como la curvatura en un punto genérico esta dado por,

v < IM@ X @I _ 0.1l V2 _1
@I TOLDIF V8 2

Como el radio de curvatura R(t) es el reciproco de k(t), entonces, R(r) = 2
Centro de curvaturaes, ¢ =r(n) + R(m)N(n) = (—-1,0,7) + 2(1,0,0) = (1,0,7)

Ejemplo 2.45. En la curva dada por 7r'(t) =(cost,t?—2,t+1),teR

determinese el triedro de Frenet-Serret

Solucion

De la ecuacion r(t) = (cost,t? —2,t + 1), enr(0) = (1,-2, 1), se tiene,
r'(t) = (—sent,2t,1) = (1,4,2),r"(t) = (—cos t,2,0),parat =0

r'(0) = (0,0,1), r"(0) = (-1,2,0), [Ir"(O)|l =5

i j k
r'(0) xr"(0) =(0,0,)x(-1,2,00=|0 0 1|=(-12,0)
-1 2 0
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[r(m) xr"(m)]x r(x) =(—1,2,0)x(0,0,1) =

= (-1,2,0)

O R o~
O N .
=

Luego, el vector normal en el punto correspondiente a 6 = m es, 0 sea, N(t) =

(-1,2,0) 1
T = —5 (—1, 2, 0)

(-1,2,0) _
5 =

Por tanto, el vector Binormal es, B(t) =T(t)xN(t) =(0,0,1) x
1

=(=2,-1,0)

Por tanto, el triedro de Fresnet — Serret corresponde a,

1
V5

1

(—1,2,0), NG

{(0,0,1), (=2,—1, 0)}

2.11. Problemas propuestos

e Ecuaciones paramétricas en el plano y en el espacio

1. Bosqueje la curva ubicando puntos por medio de las ecuaciones
paramétricas. Indique con una fecha la direccion en que se traza la curva
cuando t crece.

x=t34+1,y=t%-2<t<2 Sol.y=(x—1)%3

o 9

x=4cost,y="5sent,0 <t < 2mSol.25x% + 16y? = 400
x=ty=tz=t’teR.Sol.x =y, z=x?

x=cost,y=sent,z=t, t€ R".Sol.x?+y?=1

N2

Exprese la ecuacién cartesiana como paramétrica y grafique.
x2+y2=9,z=t.Sol.x=3cost,y=3sent, z=t
(x—1)2+4(y—2)%z=t.Sol.x=1+2cost,y=2+sent,z=t
x2+y?2=16,z=xy.Sol.x =4 cost,y = 4sent, z= 16 costsent.

16 x2+9y%2 = z,y = x%.Sol.x = t,y = t? z = 16t2 + 9t*.

wa o T W

Describa el movimiento de una particula con posicion (x, y) cuando t varia

en el intervalo dado.

o

x=3+2cost,y=1+2sent, t € [n/2,3n/2]
b. x=2sent,y=4+cost, t €[0,3m/2]

C. x=5sent,y=2cost, t € [—m, 5]

Introduccion al Célculo Vectorial para Ingenieria pag. 87



EDITORIAL GRUPO

Capitulo II: Funciones vectoriales de un parametro

d. x =sent,y = cos?t, t € [n/2,3m/2]

4. Determine el dominio de las siguientes funciones vectoriales:
a. r(t) =(V4—t2 et in(t+1)).Sol. (—-1,2)

b. 7(t) = (52, sent, In(9 — t)).Sol.(~3,~2) U (-2,3)

t+

c. r(t) = (e73t?/sen?t,cos 2t).Sol.(1,1,1)

d r() = (%,\/8_4-15,5371 mt /In t,) .Sol.(1,3,—m)

5. Determinar las ecuaciones paramétricas para el segmento rectilineo que
une Py Q.

a. P=(2,0,0),Q0=1(6,2,-2).Sol.x=2+4t,y=2t,z=-2t,0<t<1

b. P=(-1,2,-2),0 =(-3,5,1).Sol.x =-1-2t,y=2+3t,z= -2+
3t,0<t<1

c. P=(0,-1,1),Q=(37) Sol.x=t/2,y=-1+4t/3,z=1-3t/
4,0<t<1

6. Graficar la curva con ecuaciones parameétricas x = sent,y = sen 2t,z =
cos4t. Explicar su forma graficando sus proyecciones sobre los tres

planos coordenados.

7. Graficar la curva con ecuaciones paramétricas:

x = 0.5y 4 — cos? 10t cost,y = 0.5/4 — cos? 10t sent,z = 0.5 cos 10t

Explicar la apariencia de la grafica mostrando que esta sobre una esfera.

8. Demuestre que la curva cuyas ecuaciones paramétricas son: x = t2,y =
1—3t,z =1+ t3 pasa por los puntos (1,4,0) y (9, —8,28), pero no por el
punto (4,7, —6).

9. Encuentre una funcién vectorial que representa la curva de interseccion
de las dos superficies.

a. Elcilindro x? + y? = 4,y la superrficie z = xy.Sol.7(t) =
(2cost,2sent,2sen 2t)

b. Elconoz = \/m,y el plano z =1+ y.Sol.r(t) = (t,0.5(t% —
1),0.5(t2 + 1))

c. Elparaboloide z = 4x? + y?,y el cilindro parabélico y = x?.Sol.r(t) =
(t, t"2,4t"2 + t"4)

d. El hiperboloide x* + y? + 4z% = 4,y el cilindro x? + z? = 1.Sol. r(t) =

(cos t,sent, cos 2t)
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Limites y derivadas de funciones vectoriales

1. Calcular el limite tlir? f (t) de las funciones vectoriales siguientes:
]
t?2-2t-3 t%2-5t+6
a f(r)= (2220200 5 3,50l (4,1)

Vitt-1 V27+t-3 3 32
b. (t)_<3\/ﬁ1"‘\/ﬁz) OSl( )

1+5¢  sen2t
c. f=(00 (1+t)) - 0.Sol.(In5,2)
e?t sen? 3t 19
d. f(®)= (ln(1+t) ln2(1+2t)) t - 0.5ol. ( 2’ 4)
t?—t sennt
e. f(t)= (0 VEF8200) ¢ > 1.0l (1,3,—m)
f. f(t)= (t—e l"_t Zt) t - 1.Sol.(e,—1,2)
9. f(©) = (Se’t” cost-1 t),t — 0.Sol.(1,0,1)
sen7t sen5t tan3t 53
h. f(©) = ( ’sen3t’ sen Zt) ,t = 0.50l. (7'5'5)
i. f()= (lnt Vi + 1,2 ) t — 1.Sol. No existe el limite
. Ut Iot—vixt t3-t -1
i@ =((%) " ) s 0.50L (e —1,-1)
2. Calcular la derivada de las funciones vectoriales siguientes:
a. r(t) = (1 +t3 te7t, sen 2t).Sol. (3t?, (1 — t)e™t, 2 cos 2t)
b. 7(t) = (e, —1,In(1 +31)).SoL (2te*’,0,—)
c. r(t) = (tsent,t? tcos2t).Sol.(tcost + sent,2t,cos2t — 2t sen2t)
d. r(t) = (tant,sect,1/t?).Sol.(sec?t,secttant,—2/t3)
tt? 1 1 t242t
e. r(t) = (1+t 1+t’ 1+t) Sol. (_(1+t)2’(1+t)2’(1+t)2)
e Derivada de una funcién vectorial de un parametro
1. Encuentre el vector tangente unitario T, (t) en el punto con el valor dado

del parametro t.

a. r(t) = (te t,2tan"1t,2et),t = 0.Sol. G%%)

=

3 2 _ 6 2 3
r(t) = (3 +3t,t>+ 1,3t +4),t = 151(777)

c. r(t) = (cost,3t, 2sen2t),t = 0.Sol. (ogg)

_ 2 2 2 _r A1 4
d. r(t) = (sen*t,cos*t,tan t),t—4.Sol. (3\/5’ 3\/5‘3\/5)

Introduccion al Célculo Vectorial para Ingenieria pag. 89



Capitulo II: Funciones vectoriales de un parametro

2.

EDITORIAL GRUPO

Determine las ecuaciones paramétricas de la recta tangente a la curva de
ecuaciones parameétricas dadas en el punto especificado.

r(t) = (1+2Vt,t3—¢t,t3+1t),P(3,0,2).Sol.x =3 +t,y=2t,z=2+4t
r(t) = (et tet, tet’),t = 0,P(1,0,0).S0l.x =1 +t,y =tz =t

r(t) = (e tcost,e tsent,e™®),t =0,P(1,0,1). Sol.x=1—-t,y=tz=
1—-t

r(t) = (Ve +3,In(t? +3),1),P(2,In4,1).Sol.x =2+, y = In4+ 3,2 =
1+t

Encuentre una ecuacioén vectorial para la recta tangente a la curva de
interseccién de los cilindros x? +y? =25 y x> +y?=20en el punto
(3,4,2). Sol. (3 —4t, 4+ 3t,2 —6t)

Encuentre el punto sobre la curva r(t) = (2cost,2sent,et),0 <t <m,
donde la recta tangente es paralela al plano v3x +y = 1. Sol. (\/§ 1, eE)

Encontrar el punto de interseccion de las rectas tangentes a la curva
r(t) = (senmt, 2 senmt,cosnt),ent =0yt =0.5, y realizar la gréafica
respectiva. Sol. P(1,2,1)

Las curvas ry(t) = (t,t%,t3) y ry(t) = (sent,sen 2t,t) Se cortan en el
origen. Encontrar su angulo de interseccion con una aproximacion grado
mas préximo. Sol. 66°

¢En qué punto se intersecan las curvas ry(t) = (t,1 —¢,3 +t2) y rp(t) =
(3 —s,s — 2,s2). Hallar su angulo de interseccion aproximado al grado
mas préximo. Sol. P(1,0,4),55°

Integral de una funcién vectorial de un pardmetro

Evaluar las integrales siguientes:

[ (¢,—t3,3t%)dt . Sol. (2,~4,32)

Jy (0.=5,25) dt.Sol. (0,7, In 2)

P 14+t27 142
fg(?) sen®tcost,3sentcos®t,2sent cost)dt.Sol.(1,1,1)
[f@2, eVt =1,senmt) dt . Sol.. (2,2 - 2)
Encuentre r(t) para los siguientes casos:

r'(1) = (2t,3t2,), r(1) = (1,1,0).Sol. (17,8, 1%, 2 - 2)

'3 3
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r() = (et te?),r(0) = (1L,1,1).Sol (5 + 1,e", tet — et +2)

r'(t) = (—=3sent,—3cost,2t), r(0) = (3,0,0).Sol.(—3cos t,3sent,t?)
r(6) = (t%,56,1),r(1) = (0,1,2). 5oL (263 = 1,55 -2 1 4.1)

r"(¢) = (0,0,16),7(0) = (1,0,0), ' = (0,1,0). Sol. (1, t, 8t2)

" (t) = (0,2,0),7(3) = (1,1,0),7'(3) = (0,0,1).Sol. (1,t?> — 6t + 10,t — 3)
Aplicaciones de la integral de una funcién paramétrica

Determinar la longitud de la curva, definida por:

r(t) = (t,2cost,2sent),—3 < t < 3.50l.6V5
_ 2 2 20
r(t) = (Zt,t ,3),0 <t<2.Sol .

r(t) = (V2tete®), -1 <t<1.Sol.2(e + e —2)

r(t) = (cost,sent,Ilncost),—n/4 <t <m/4 .Sol.ln (2+ﬁ)

2—V2

r(t) = (12¢t,8t%2,3t?),—-1 < t < 1.50l.24

Determinar los vectores tangente unitario y normal unitario T, (t) y N,(t) y
radio de curvatura p(t) de los vectores

r(t) = (t,t2/2,t2).Sol.T,,(t) = (1,t,2t) /N5t + 1, N, (t) = (=5¢,1,2)/
V25t2 +5,p(t) = V5/(5t% + 1)3/2

r(t) = (V2t,ef,e7t).Sol. T, (t) = (V2,e%,-1)/(e? + 1),N,(t) = (1 -
e?,\2et,v2et) /(e + 1), p(t) = V2e?t/(e?" + 1)?

r(t) = (t,2cost,2sent).Sol.T,(t) = (1,—2 sent,2 cos t)/V/5,N,(t) =
(0,—4 cos t,—4 sen t)/V5, p(t) = 2/5

r(t) = (t%, sent —tcost,cost + t sent).Sol. T, (t) = (2,sent,cost)/

V5, N, (t) = (0,cos t,—sen t)/V/5,p(t) = t~1/5

Calcular la velocidad, aceleracién y rapidez de una particula con la funcion de
posicion dada. Graficar la trayectoria de la particula y esbozar los vectores de

velocidad y aceleracion para el valor especificado de t.

r(t) = (2 —t,4vt),t = 2.Sol.v(t) = (-1,2/¥t),a(t) = (0,-1/
t3/2),v(t) = J1+ 4/t ent = 2,v(2) = (-1,2/v2),a(2) = (0,-1/
2v2),v(2) =3

r(t) = (et e?t),t = 0.Sol.v(t) = (et,2e?),a(t) = (e, 4e?'),v(t) = et/
VI+4e?t, ent =0,v(0) = (1,2),a(0) = (1,4),v(0) = 1/+/5
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c. r(t) =(tt%2),t =1.Sol.v(t) = (1,2t),a(t) = (0,2),v(t) =
VI+4tZ,ent = 0,v(0) = (1,2),a(0) = (1,4),v(0) = 1/V5

d. r(t) =(t,2cost,sent),t =0.Sol.v(t) = (1,—2sent,cost),a(t) =
(0,—2cost, — sent),v(t) = V2 + 3sen?t,ent = 0,v(0) = (1,0,1),a(0) =
(0,—2,0),v(0) =v2

Figura 61

Problema 3 a, b, ¢, d

L

v(0)
< ———
; (0,2,0) y

a(0)

LV

X Problema 3.c. Problema 3.d.

Nota: Autor (2024)

4. ¢Determinar la fuerza requerida para que una particula de masa m tenga la
funcion de posicion r(t) = 2t3/3i + 3t?/2j + 2t3/3k? Sol. F(t) =
dmti + 3mtj+4mtk

5. Unafuerza de magnitud de 15 N actta en forma directa hacia arriba del plano
xy sobre un objeto con masa de 3 kg. El objeto parte del origen con velocidad
inicial v(0) = i — 2j. Determinar la funcion de posicion y su rapidez en el
tiempot. Sol. r(t) = ti —2tj + 5t%2/2 k, v(t) = V5 + 25¢2.

6. Se dispara un proyectil con una rapidez inicial de 200 m/s y un angulo de
elevacion de 60°. Se pide determinar: a) el alcance del proyectil, b) la altura
maxima alcanzada y c) la rapidez en el impacto. Sol. x = 3535m,y =
1531 m,v = 200 m/s.
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7. Se lanza una pelota con un angulo de 45° respecto al suelo. Si la pelota

alcanza los 90 m desde el punto de lanzamiento, ¢,cual es la rapidez inicial de
la pelota? Sol. v = 30 m/s.

8. Se dispara una pistola con un angulo de elevacién de 30°. ¢Cual es la
velocidad inicial del arma si la altura maxima del proyectil es de 400 m?
Considere. Sol. 177 m/s.

9. Un proyectil abandona el arma a una velocidad de 100 m/s. Determine los
angulos de elevacion que se puedan aplicar para alcanzar un blanco a 500 m
de distancia. Sol. 14.7°,75.3°

10. Un bateador envia la pelota de béisbol a 3 pies por arriba del nivel del suelo
hacia la valla del campo central, la cual mide 10 pies de altura y esta a 400
pies del home. La bola abandona el bate con una rapidez de 116 pies/s y un
angulo de 52° respecto a la horizontal, ¢ la pelota podra librar la valla? Sol. y =
13.2 pie > 10 pie, por tanto, la pelota libra la valla.

11. Dado el vector posicion, calcular las componentes tangencial y normal del
vector aceleracion:

a. r(t) = (3t —t3,3t?) Sol.ay(t) = 6t,ay(t) = 6t

b. r(t) = (1 +t,t?—2t)Sol.ap(t) = 0,ay(t) =1

c. r(t) = (t,t2,3t) Sol.Sol.ar(t) = 4t/\10 + 4t2,ay(t) = 2V/10/V/10 + 42

d. () = (ef,V2t,e7t) Sol.ar(t) = et —e7t,,ay(t) =2

e. r(t) = (t,cost,sent) Sol.ar(t) =0,ay(t) =1

12.Hallar la longitud de la curva definida por: r(t) = (2t,t2,t3/3),0 <t < 1.
Sol. 7/3

13. Hallar la longitud de la curva definida por: r(t) = (cost,sent,t),0 < t < 2m.

Sol. 22

14.Hallar la curvatura del circulo parametrizado y definida por r(t) =

(cost,sent,t) Sol. K =§

15. Una particula se mueve con funcién de posicién r(t) = (cost, sint, cos 2t).

Encuentre las componentes tangencial y normal de la aceleracion cuando
t:%.SOLaNZO,aT:].
16. La posicion de una nave espacial esta dada por: r(t) = (1 +t,8 + t2,28 +

t3) y las coordenadas de la estacion espacial son (0,0,0). ¢(En qué
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momento t debe el capitan apagar los motores para poder llegar a la

estacion? Sol. No hay forma de que regrese a la estacion.
17.Hallar la aceleracion y curvatura de la hélice definida por r(t) =
(3cost,3sent,4t) Sol. a(t) = (—3cost,—3sent,0),k = 3/25
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Funciones de varias variables

En el capitulo anterior se presentd las funciones vectoriales, como una
generalizacion de las funciones escalares vistas para describir magnitudes
fisicas; representacién de curvas y superficies en el plano o en el espacio;
derivacién e integracion de funciones vectoriales, y finalmente aplicaciones de
esta rama de la Mateméatica en objetos geométricos (longitud de una curva
paramétrica, vector tangente, vector normal, curvatura, etc.) y en Fisica en
cinematica y dinamica de la particula, intensidad y la direccion de fuerzas como

la gravitatoria o la fuerza electromagnética, entre otros topicos.

La presente unidad se enfoca en el estudio de funciones escalares de varias
variables proporcionando las herramientas matematicas necesarias para
analizar, disefiar y comprender sistemas en ingenieria de manera mas profunda
y precisa. Estas habilidades son esenciales para abordar problemas complejos
en una amplia gama de disciplinas de ingenieria como es el caso de Integracion
en sistemas de coordenadas no cartesianas, analisis de campos escalares y

potenciales, modelado de fenédmenos fisicos, entre otros

El objetivo general del presente capitulo es proporcionar a los estudiantes de
ingenieria las habilidades matematicas necesarias para abordar y resolver
problemas complejos en una amplia gama de disciplinas de ingenieria,
permitiendo asi el disefio y la optimizacion eficiente de sistemas y procesos de

la ingenieria.
Prerrequisitos para abordar este tema

La base tedrica necesaria para el estudio de este capitulo es la siguiente:

e Comprender las propiedades y el comportamiento de funciones de una
variable en virtud de que algunas técnicas y conceptos se aplican de
forma similar a funciones multivariables.

e Estar familiarizado con sistemas de coordenadas cartesianas y no
cartesianas y cOmo representar puntos, vectores y superficies en estos
sistemas.

e Comprender qué son y como calcular derivadas parciales.
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e Comprender los métodos de integracion para resolver integrales simples

dobles y triples, asi como la capacidad de definir y trabajar con regiones

de integracion en el espacio tridimensional.

3.1. Introduccion

En esta unidad se aborda el estudio de las integrales multiples como son las
integrales dobles y triples, e incluso las integrales impropias comprendiendo su
definicion, propiedades y técnicas de calculo, asi como su aplicacion en los
campos de la fisica hasta la ingenieria. Se analiza métodos para evaluar
integrales sobre regiones circulares y anulares. Se amplia el campo de estudio
de la evaluacion de integrales en problemas de simetria mediante conversion de

coordenadas rectangulares a cilindricas, rectangulares a esféricas o viceversa.

3.2. Funciones escalares de varias variables

Una funcién de varias variables que se denota por f: D ¢ R® - R™ es la funcién
en que a cada punto X € D se le hace corresponder un unico punto Y € R™, el
cual se denota en la forma Y = f(X) y que se denomina imagen del punto X. El

conjunto D se llama dominio de la funcién, es decir,

f: Df c R" - R™
X = (g, xn) = fO) = (il o, x0),  fin (e, e, x0)

Donde cada f;,i = 1, ..., m, es la componente i-ésima, o sea, f;: D_f c R®" - R

Ejemplo 3.1. Representar el volumen de un cilindro como una funcién que

depende de dos variables: el radio x y la altura y.
Solucién
Sitomamos Dy = {(x,y):x = 0,y = 0}, se tiene la funcion,

V:D; - R
(x,y) = V(x,y) = mx?y
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Ejemplo 3.2. Parala f: D; c R*® - R? definida por:

_ (.2 ) ) Sen(xy)>
f(x,y,2) (x tyi izt ——= _
Se pide determinar las componentes de f(x,y, z)
Solucion

Si tomamos Dy = {(x,y,z) € R:x # y}, las componentes de f, corresponden a,

Ssen\x
Ay =x2+y 42 £ (6,,2) =x%yy)

Ejemplo 3.3. Hallar el dominio y rango de la funcion f(x,y) = x/y
Solucion

La funcion no esta definida para P(0,0), es decir, £(0,0) = 0/0, por tanto, su
dominio serd, Dy = {z = (x,y) € R*/y # 0}, 0 sea, todo el plano menos y = 0. A

su vez, el rango quedara definido por Rg = {z € R}

Ejemplo 3.4. Determinar el dominio y rango de la funcién f(x, y) = xy/(x? + y?)
Solucién

La funcion no esta definida para P(0,0), es decir, f(0,0) = 0/0, por tanto, Dy =
{(x,y) € R?> — (0,0)}, o sea, todo el plano menos el origen de coordenadas x =
y = 0. Su rango corresponde a, Rg ={z €R / (—% <z< %)}

Ejemplo 3.5. Hallar el dominio y rango de la funcion f(x,y) = (e3* — e¥)/(e* — &)
Solucién

La funcion no esta definida para e* # e”, es decir, su dominio corresponde a,

Dy = {(x,y) € R*/e* # e”}, surango es, Rg = {z € R}
Ejemplo 3.6. Hallar el dominio y rango de la funcion f(x,y) = In(x + y — 2)
Solucién

La funcion no esté definida para x + y > z, es decir, su dominio corresponde a,

D ={(x,y) € R?/x + vy > z}. Su rango corresponde a, Rg = {z € R}
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3.2.1.Limites de funciones de varias variables

De cursos previos de célculo diferencial se tiene los siguientes conceptos:

Limite: Para calcular el lim f(x) basta calcular lim f;(x) parai=1,2,..m, es
X—Xo

xX—Xg

decir,
lim f;(x) = ( lim fi(x), im f,(x),.., im ﬁ-(x))
X—Xq X—Xq X—Xq X—>Xq

Continuidad: La funcién f es continua en a € D si, y solo si, cada una de las

funciones f; es continua en el punto a.

Derivabilidad: La funcion f es derivable en a € D si, y solo si, cada una de las

funciones f; es derivable en el punto a, o sea, f'(a) = (f{ (@), f5 (@), ..., fin (@)

De estos conceptos preliminares, se establece la definicion de funcion continua
y coémo estudiar la continuidad de una funcién de varias variables. En principio,
se comienza con campos escalares y después se extiende la definicién a los

campos vectoriales.

La definicién de limite de funciones de dos variables es la misma que para
funciones de una sola variable. La unica diferencia esta en la dimension, pues
en funciones de una variable, la variable L es el limite de una funcion f (x) cuando
x tiende a x,, 0 sea, si cada vez que f(x) este muy cerca de L, se tiene que x
estd mas cerca de x,; en cambio para funciones de dos variables la variable L
es el limite de una funcion cuando (x,y) tiende al punto (a,b) si cada vez que
f(x,y) esté muy cerca L, también se tiene que estd muy cerca de (x,y), esto
significa, que cada vez que la funcién se aproxima al punto P(a,b) en el plano a
través de cualquier direccion, la funcion se acerca a L, es decir: |x — x| < 8; |y —

yo| < 6, donde 6 es el entorno en el cual se encuentra el limite.

Es evidente que, para acercarse a un punto en la recta, se puede hacer una
aproximacion por la derecha o por la izquierda, mientras que, para acercarse a
un punto en el plano, se puede hacer a través de cualquier recta que lo contenga
0 a través de cualquier curva que lo contenga e incluso si esta tiene forma de
espiral. Por tanto, al evaluar limites de funciones de dos (0 mas) variables es una

tarea que se puede realizar en dos pasos: primero hallandose el posible valor
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limite, si es que existe, y segundo, demostrandose que en realidad este valor es

el limite de la funcion.

Por otro lado, sic e Ry f(x,y) y g(x,y) son funciones reales de dos variables

tales que existen los siguientes limites, o sea,

lim x,y) =1L, lim x,y) =M,
i oy f ) oy T iy 967

Entonces se cumplen los siguientes limites:

lim  [fG,y)+g,y]=L+M
(,¥)-(x0,¥0)
Il lim [cf(x,y)] =cL
(x,¥)-(x0,¥0)
. lim [fGey)-glx,y)]=L-M

(y)=(x0,¥0)

Iv. lim —f(x’y) = A,Si M=+*0
(xy)=(x0,¥0) 9xY) M

Ejemplo 3.7. Calcular el siguiente limite, en el punto P(4,1):

” x — 4y
(o) (a1) X2 — 16y2

Solucién. Al sustituir el par ordenado x,y) — (4,1) se obtiene,

x—4y  4-4(1) 0

li - _
et % — 16y2 42 — 16(1)2 0

Resolviendo operaciones de reduccién, y luego evaluandose en el punto de

interés, se obtiene:

. x —4y ) 1 1 1
lim = lim = =_
@y)~@) (x +4y)(x —4y)  @y~@n(x+4y) 4+4 8

Ejemplo 3.8. Comprobar si existe el siguiente limite:

x2

lim
(x¥)~(0,0) x2 + y2

Solucién

2
e El dominio de la funcién f(x,y) = xz’:—yz es Dy = R? — (0,0)
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x2 . 2 2 0

X X
lim =lim— =1, lim =lim—=0

xy)-00x2 +y2  x-0x2

y=0

(xy)-0,0x% + y2  y-0y?
x=0

2
Luego, se concluye que no existe:  lim ——
(x,¥)—(0,0) x“+y

Ejemplo 3.9. Comprobar la existencia del siguiente limite:

im (=Y
) 00.0) \x2 + 2

Solucioén

y2\?
=2) esDp=R2—(0,0)

Zty?

_ 2\ 2 _ _ 2\ 2
im (22 2 () - 1, lim =y (22) =1
(xy)—>(00) x?% + y? %20 \ x2 (xy)—>(00) x2 +y? x>0\ y?2

Sin embargo, si nos acercamos a la vez al punto P(0,0) con x = 0, se obtiene

e El dominio de la funcién f(x,y) = (

x? —y? 2 0 \?

o (222 i () =0
(x,y)-(0,0) \ x2 + y? x>0 \2x?2
y=x

2_42
Luego, se concluye que no existe  lim (xz yz)
(x,¥)—(0,0) \x“+y

Ejemplo 3.10. Hallar el siguiente limite:

lim x+y—4
(xy)—>(22) +y—2

Solucién

El dominio de la funcién f(x,y) = = es D; = R? — {\/x + y # 2}

\/W 2
. u—4
Seau = x +y, 0sea, u =4, luego se tiene, f(u) = s

u—4 lim u—4 \/_+2
=um

u—>4\/—_2 u—>4\/—_2 \/—-{-2 ul—>4u—

(Vu+2)= llm(\/_+2)—4

. +y—4
Luego, se concluye que lim —%— =
(xy)—=(2,2) Vx+y—2
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Ejemplo 3.11. Hallar el siguiente limite:

JV2x—y—2

lim
(xy)=(20) 2x —y—4

Solucién

El dominio de la funcion f(x,y) = Y222 ¢s D, = R2 — {2x — y # 4}

2x-y—4
. Vu-2
Sea u = 2x — y, por tanto, u = 2(2) — 0 = 4, luego se tiene, f(u):u—4
’ \/_—z_l, Vu —2 \/a+2_l_ u—4 1 _ 1 1
ulﬂ u-—4 —ulﬂ u—=4 \/a+2_ulﬂu—4 \/a+2_ ulﬂ \/a+2_4

. V2x=y=2 1
Luego, se concluye que lim vex—y—a _ 1
(x,y)—~(2,0) 2x=y—4 4

3.2.2.Continuidad de funciones de varias variables

En todo curso de Calculo Diferencial se estable el concepto de funcién continua
de una variable asociado a la idea intuitiva de una funcion cuya grafica es una
curva “sin saltos”, nocidn que se puede generalizar para la continuidad de
funciones de varias variables, es decir, el concepto de continuidad en funciones
de varias variables se apoya en la idea intuitiva de una funcién cuya grafica es

una superficie sin huecos ni rupturas.

La continuidad de una funcién f(x,y) en un punto, significa intuitivamente que,
si se cambian las coordenadas de un punto en una pequefia cantidad, entonces

el valor de f(x,y) cambia en otra pequefa cantidad, es decir,
Definicién. Una funcién real de dos variables f(x,y) es continua en (x,, y,) Si:

a. Existe f(xq,v0)

b. Existe lim f(x,y)
(x,¥)~(x0,Y0)

c. Severificaque lim f(x,y) = f(x0 Vo)
(x,y)~(x0,50)

Por tanto, f(x, y) es continua en una region plana D, si es continua en todo punto

(X0, Yo)€D

Ejemplo 3.12. Estudiar la continuidad de la siguiente funcién en todo R?
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2xy?
x? +y?

fl,y) =1+

Solucién

La funcion f(x,y) es continua en todos los puntos de su dominio, puesto que es
una funcion racional, bien definida en R? — (0,0), se puede concluir que (0,0) es
un punto de discontinuidad evitable dado que existe el limite de f(x,y) cuando
(x,y) tiende a (0,0).

Ejemplo 3.13. Estudiar la continuidad de la siguiente funcién en todo R?

xz_yz
x% +y?

fo,y) =

Solucién

La funcién f(x,y) es continua en R? — (0,0), sin embargo no estas definida en el
origen, ademas no existe el limite de f(x,y) cuando (x,y) tiende a (0,0),

caracterizando al punto (0,0) como una discontinuidad esencial de f(x, y).
3.2.3.Derivadas Parciales

Las derivadas parciales son como las derivadas comunes solo con la diferencia
de que se expresa con varias variables, pero tan solo una trabajard como
variable y las demas se mantendran fijas, es decir, se comportardn como

constantes.

Sea f(x,y) una funcién de dos variables x ey en cierto dominio D de R2. Si se
asigna un valor numeérico fijo a una de las variables, por ejemplo, ay, y se permite
gue la otra varie, la funcion f(x,y) se convierte de hecho en una funcion de una
sola variable. Por ejemplo, asignemos a y un valor fijjo y,. ¢COmo se puede
graficar la funcién f(x,y) de la Unica variable x? Para ello, si se traza en R3 la
curva C; dada por z = f(x,y0), ¥ = Yo, Que es precisamente la curva generada
por la interseccion de la gréfica de f(x,y) con el plano y = y,, 0 sea, C; es la

traza para y = y, de la gréfica de f(x,y), como se muestra en la figura.
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Figura 62
P(x0,¥0), f (x0,¥0)) Y las trazas paray = y, y parax = x,

Grafica de

P(x. yo » fx0. y0)) f(x, y)

Nota: Autor (2024)

En el plano y = y,, la curva se define por F; = f(x,y,). Si F; tiene derivada en

Xy, entonces esta se llama la derivada parcial de f con respecto a x en (x,,y,) Y

se representa por g—£ = (X0, Yo)-

Es decir, Z—i = F] (x,),y de la definicion de la derivada de una funcion, se tiene,

of

ax

f(xo + h,yo) — f(x0,¥0)
h

(xO' yO) = ;}1’%

Se debe recordar que, en este cociente incremental, la variable y se mantiene
constante en el valor y,; el cociente se construye evaluando la funcion en dos
puntos préximos, con el mismo valor de y = y, y dos valores proximos en torno

a x,

La derivada parcial de f con respecto a y en el punto (x,,y,), se define por F' =
f(x0,¥). Si F tiene derivada en x,, entonces esta se llama la derivada parcial de

f con respecto a y en (xo,y,) Yy se representa por g—; = (Xo0,¥o)- Es decir, Z—; =

F'(x0),y de la definicion de la derivada de una funcién, se tiene,

of (o7 = limf(xo'yo + k) — f(x0, ¥0)
ay 0Yo) = k-0 k

De manera frecuente se emplea la siguiente notacion de las derivadas parciales:

d d
FG0) = S G fy () = 50 i),

Introduccién al Calculo Vectorial para Ingenieria pag. 105



EDITORIAL GRUPO

(o7 [N/ Funciones de varias variables

. . of £ .
Lo anterior se resume como sigue: a) P representa la razén instantanea de

cambio de f con respecto a x cuando y esta fija, , 0 sea, sea cuando se mueve el

. L, .\ of i , .
punto en la direccion del versor i. b) 3y representa la razon instantanea de cambio

de f con respecto a y cuando x esta fija, o sea, sea cuando se mueve el punto

en la direccion del versor j. Podemos decir entonces que las derivadas parciales

of of

=Y % son derivadas de f en las direcciones dadas por los versores canénicos

(unitarios) i y j, respectivamente.

Ejemplo 3.14. Usando reglas de derivacion evaluar las derivadas parciales de
f(x,y) = xy? en (2,3)

Solucioén

De las reglas de derivacion y evaluando se obtiene,

z—ﬁ(x, y) = f = V2, Z—f}(x, y) = f, = 2xy, y evaluando en P(2,3),se tiene,
d d

—f(2,3) =32 = 9,—f(2,3) =2(2)(3) =12

d0x dy

Ejemplo 3.15. Usando reglas de derivacion evaluar las derivadas parciales de

flx,y)= xe**Y en (1,In2)
Solucién

De las reglas de derivacion y evaluando se obtiene,

Z_i(x’ y) = eX*Y(1 + 2x2y), g—; (x,y) = x3e*"Y, y evaluando en P(1,In2),se tiene,

g112—21+2l2 ﬁ1l2—2
5y (LIn2) =201 +2n2),5-(1,n2) =

Ejemplo 3.16. Calcular las derivadas parciales segundas de la funcion f(x,y) =

cos(xy) + xcos y.
Solucién

Empezamos calculando las primeras derivadas parciales, con lo cual se obtiene,

fx(x,¥) = —ysen(xy) + cosy, f,(x,y) = —xsen(xy) —yseny,
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Derivando f, respecto de x y de y, se obtiene, f,(x,y) =—y?cos(xy),

fry(x,¥) = —sen(xy) — xy cos(xy) — seny, mientras que derivando f, respecto
de x y luego de y, se obtiene, f,(x,y)=—sen(xy)— xycos(xy)—

seny, f,y(x,¥) = —x*cos(xy) — x cosy
Teorema de Clairaut (0o Lema de Schwartz). Sea f(x, y) una funcion definida en
una region abierta D ¢ R* que contiene al punto (x,,y,). Silas funciones f,, y f,,
son continuas en D, entonces,
2 2
axafy( 0 Yo) = ayafx( 0 Yo)
Ejemplo 3.17. Calcular las derivadas parciales cruzadas de la funcion f(x,y) =

In(x? + y?) y evaluar en el punto (1,1)
Solucién
Empezamos calculando las primeras derivadas parciales, con lo cual se obtiene,

2y
x2 +y?%

2x
fe(x,y) = PEY fxy) =
Derivando f, respecto de y, asi como, f, respecto de x, se obtiene,

2x 4xy
) = 2)Z,Zuego, fry(1,1) = —1

o) = g )] = 3 (403) = ~ G e

x% +y?
mientras que derivando f, respecto de x, se obtiene,

2y

4xy
X% + y? ) = TGy g0 Sy (LD = -1

o) = 52 5G] = - (s

Con lo cual se demuestra el teorema de Clairaut

3.3. Incrementos y diferenciales

Seau = f(x,y) unafuncion definida y acotada en un dominio D al cual pertenece
el punto (a,b) y que tiene derivadas parciales en ese punto, se establece
entonces f(x,y) que es diferenciable en (a,b) si la variacion total, Au = f(a +
Ax, b + Ay) — f(a,b) correspondiente a las variaciones Ax y Ay se pueden

escribir como,

_of af
Au = x (a,b)Ax + 3y (a,b)Ay

Donde a la parte Ax y Ay se le llama el diferencial d u = f(x, y)e en el punto (a, b)
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De manera general, el diferencial de la funcion esta dada por la variacién

(incremento/decremento) respecto a su variable u = f(x,y)
du du
d(w) = = (dx) + @(dy) + e

. 0 . .
df = que se puede resumir como Za_f- donde x; es cualquier variable
13

Ejemplo 3.18. Hallar la diferencial total de la funcion z = 2x sen y — 3x2 y?

Solucién
Por definicion, dz = Z—i(dx) + Z—; (dy) = (2seny — 6xy?)dx + (2xcosy — 6x%y)dy

Ejemplo 3.19. Utilizar la diferencial dz para aproximar el cambio en z =

(4 —x? —y?) cuando se desplaza del punto (1,1) al punto (1.01,0.97).
Comparar esta aproximacion con el cambio exacto en z.

Solucién

Considerando (x,y) = (1,1) y (x + Ax,y + Ay) = (1.01,0.97), se obtiene, dx =

Ax = 0.01,dy = Ay = —0.03, es decir, el cambio en z se aproxima a,

0z 0z X y
Az=dz=—dx+—dy= ————Ax —————Ay
0x dy 4 —x2 —y? 4 —x?2 —y?

Ademas, x =1,y = 1,Ax = 0.01,Ay = —0.03,

0.02 2

Az = 002~z
z J2 100

= 0.0141.

1) 03) =

1 1
T O - = (70
4—-1 1 4—-1 1

No obstante, el cambio exacto corresponde a la diferencia entre la funcion sujeta
al incremental menos la funcién en el punto dado, o sea, esta diferencia esta

dada por,

Az = f(1.01,097) — f(1,1) = \/(4 —(1.01)2 - (0.97)?) —vJ4—-12—-12=0.0137

Ejemplo 3.20. En la construccion de una caja rectangular de 70 cm x 60 cm x 40
cm y se tiene un rango de tolerancia en todas sus medidas de 2 mm ¢, Cual es

error mas grande? Y el error relativo en el volumen calculado de la caja.
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Solucién

El volumen de una caja prismatica se halla mediante la férmula:

Veaja=Ap h=4-B-C

Hallando las diferenciales de cada uno de los elementos, se tiene,

dA =1+02cm dB =102cm dC =1+0.2cm

Después hay que obtener su diferencial total

av v
dV = — (dA) + = (dB)+ (dC)

dV = BC(dA) + AC(dB) + AB(dC)

Evaluando, se tiene,

dV = (60)(40)(0.2) + (70)(40)(0.2) + (70)(60)(0.2) = 1880 cm?

Como el volumen medido corresponde a, V = (70)(60)(40) = cm?3, luego el error

relativo
AV _ 1880 1o
vV ~ 168000 0

3.3.1.Regla de la cadena en el Diferencial Total

En una funcién de una variable f(x,y) y g(x,y) es funcién que trabaja en dos

variables las dos funciones quedan definidas como:

(feg)x,y) =flgx,y))

La ecuacion determina la base en la que se esta trabajando la funcion respecto

a las variables intermedias, dependientes e independientes.

d(u) _Ou (d_x) ou (dy) L.

d(t)  oax\dt)  ay\dt
Tabla 1
Variable dependiente, intermedia e independiente
Variable Dependiente Variable Intermedia Variable Independiente
_—— X —
u _— y NS t
—_ I

Nota: Autor (2024)
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d(u) du (dx) N ou (dy) ou <dz>

a0 " ax\ar) Yay\ar) T oz \ar

Ejemplo 3.21. Sea f(x,y) = (6x* + 2xy — y*)*, hallar 0f /ox = f,, 0f /9y = f,

Solucién. De la derivada de una potencia, se tiene, f, = nu™ -/, o sea,

d

—ai = fi = 4(6x?% + 2xy — y?)3(6x% + 2xy — y?)" = 4(12x + 2y)(6x? + 2xy — y?)3

of 2 2Y3 (fir2 2y 2 23
6y=fy = 4(6x* + 2xy — y*)?(6x* + 2xy — y?)' = 4(2x — 2y)(6x°* + 2xy — y*?)

Ejemplo 3.22. Hallar f /ot = f,; si f(x,y) = x>+ y?, x =et, y=e7*t
Solucion

Recordando la Regla de la Cadena, se tiene,

A t -t} — t —t _ 9,2t -2t
at —oar dr T dy at - 2x)(eh) + 2y)(—e™) = 2xet — 2ye~t = 2e 2e

Ejemplo 3.23. Hallar dz/du, dz/0v, siz = x?> —y?, x = e?*73%, y = cos(u? — v?)
Solucioén

A partir de la Regla de la Cadena, se tiene,

dz 0z dx+6z dy dz 0z dx_l_az dy
du 0x du dy du’ dv 0x dv 9y dv

d d 0 d
Z_ ad z Yo cos(u? —v?)

— =2 , — =2 2u—3v'_=_3 2’

0x x du ¢ dy Y du

dx d

— = —3e%u73v, & —2v cos(u? —v?)

dv dv

dz

vl 2x(2e?%73Y) — 3y2(2u cos(u? — v?)) = 4xe?*73Y — 6uy? cos(u? — v?)

dz

o= 2x(—3e?473Y) — 3y2(=2v cos(u? — v?)) = —6xe?* 3V + 6vy? cos(u? — v?)

Ejemplo 3.24. Dos particulas recorren trayectorias elipticas dadas por las

siguientes ecuaciones paramétricas:
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Primera particula: x; = 4cost,y; = 2sent

Segunda particula: x, = 2sen 2t,y, = 3 cos 2t
¢A qué velocidad cambia la distancia entre las dos particulas cuando t = ?

Solucién. De geometria analitica se tiene que la distancia entre dos puntos esta

dada por,

s =0 —x, )2+ (v, — y1)?
Luego, para t = m, se tiene,

x1 =4cost=—-4,y, =2senmt =0,x, =2sen2n =0,y, = 3cos 2w = 3, por

tanto,

s=40+4)24+(3-0)2=V16+9=5

Las derivadas parciales parat = m, y, en su orden corresponden a las siguientes:

aa’fl & —;1();22;)2;2)—3/1)2 B _%(0 t= _%
e s
aa’fz ) VG2 — :f;_ﬁy)z 7 %(0 Y =§
o 50

Ademas, t = m, las derivadas de x4, x5, y;,y, corresponden a,

dxq dy

E=—4sent=—4senn=0, d—t1=2605t=—2
dx, dy;
—— =4 cos2t =4cos2m =4, ——=—6sen2t=0
dt dt

Por tanto, la distancia cambia a una velocidad o ritmo dada por:

ds 0s dx; 0s dy, N ds dx, 4 ds dy,
dt 0x, dt 0dy, dt 0x, dt 0y, dt
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(Do (Yerr B Qo -2

3.3.2.Derivada parcial implicita

La regla de la cadena puede ser llevada a resolucion de problemas sobre
derivadas Implicitas, para lo cual se requiere cumplir con las siguientes
caracteristicas:

La funcién F(x,y) debe de estar igualada con 0, ademas se considera que y =

[{Fgt)

f(x) y es una funcién derivable en “x”, por tanto, se considera:

z=F(x,y) =F(x,f(x)) =0, ademas,

dx dy o dy F
E.(x, y)a +E,(x,y) = 0,es dear,a = —Fx
y

Podemos resumir escribiendo la derivada parcial implicita para dos variables

como sigue:
0z oF aF
dy _ [ ox dz _ _[ 9y, dz _ [ ax
dx | 0z dy |\ 0F dx | OF
dy 0z 0z

Ejemplo 3.25. Encontrar la derivada de la siguiente funcion mediante derivadas
parciales:

z = 2xy? — 3x%y
El primer paso es igualar a 0 las derivadas parciales de la funcion respecto a sus

variables:

0z 0z
— =2y% —6xy; — = 4xy — 3x?

0x dy

Por ultimo, paso se iguala la derivada con las parciales:
dy E, dy 6xy—2y?
- —Fy,osea, E:m

Ejemplo 3.26. Sea 3x%z — x?y? + 2z3 + 3yz —5 = 0, hallar dz / dx, 0z / 0y

Solucién. Escribiendo, F(x,y,z) = 3x?z — x%y? + 2z3 + 3yz — 5 y derivando, se

tiene,

F(x,y,2) = 6xz — 2xy* F,(x,y,2z) = =2x*y + 32, F,(x,y,2z) = 3x* + 62 + 3y
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Con lo cual se tiene,

0z F(x,y2z)  2xy®—6xz 0z FE(yz)  2x*y-3z
ox  FE(x,v,z) 3x2+6z2+3y’ 9y  FE(x,y,z) 3x2+6z%2+3y

3.4. Gradiente

Repasando lo visto en el capitulo Ill, dada la funcion escalar definida por
¢(x,y,z), siendo esta diferenciable en cada punto P(x,y,z) de cierta region del
espacio (es decir, ¢ define un campo escalar diferenciable), entonces, el

gradiente de ¢, que se denota por V¢ o como grad ¢, se define como sigue:

Ve = <il+i]+i )qb _6_¢l+6_¢]+6_¢k
dy” 0z 0x dy 0z
Recordandose que la operaciéon V¢ siempre devuelve un campo vectorial.
Ejemplo 3.27. Sea la funcion ¢(x,y,z) = 3xy3 — y? z?%, se pide determinar V¢
en el punto P(1,1,2).

Solucion
d d d
grad ¢ = V¢ = (— i+ 3y j+ % k) (Bxy3 — y?z?)

0Bxy®) . 9Bxy® —y?z?) . d(=y?z?)
= [+ Jj+ k
dx dy 0z

= 3y3i + (9xy? — 2yz?)j — 2y%zk

Evaluando en P(1,1,2), se tiene,

7e(1,1,2) = 3(1)3i + [9(1)(1)? — 2(1)(2)2]j — 2(1)2(2)k = 3i + j — 4k

Ejemplo 3.28. Sea la funcién ¢(x,y,z) = In (x? + y3 — z*), se pide determinar
Vo en el punto P(5,3,—1).

Solucién

dp =V <a+a+ak)l(+ D)
grad ¢ =V¢ = i 6y] 3 nx“+y°—z

dln (x2+y3—2z% . oln(x?+y3—2z% .  oOln(x?+y3—2z%
= i+ jt k
0x ady 0z

~ Qxi+ 3y?j — 4z3k)
- x2 +y3 — g4
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Evaluando en P(5,3,—1), se tiene,
2(5)i+303)45 —4(-1)3%k 1 . _
v —1) = = —(10i + 27j + 4
$(53,-1) 571 3 (L1 =7 (100 +27j + 4k)
Ejemplo 3.29. Encuentre una normal unitaria a la superficie —x? yz2 + 2xy? z =
1 en el punto P(1,1,1).

Solucioén

Sea ¢ = —x? yz?% + 2xy? z, por definicion el gradiente, V¢(1,1,1) es normal a la

superficie —x? yz? + 2xy? z = 1 en el punto P(1,1,1), por tanto se tiene,

Ve = (aa—xl + %j + %k) (—x2yz? + 2xy?z)

= (=2xyz? + 2y?2)i + (—x?z% + 4xyz)j + (—2x%yz + 2xy?)k

Entonces, V¢(1,1,1) = 0i + 3j + 0k = 3j, luego [|V¢(1,1,D] = [I3jll = 3

Asi, en el punto P(1,1,1) 3;j=j, es una normal unitaria a —x2yz? + 2xy?z =1
Ejemplo 3.30. Dada la superficie x%yz — 4xyz? = —6 en el punto P(1,2,1), se

pide determinar la ecuacién del plano tangente.

Solucion

Sea (aa—xi + aa—yj + %k) (x%yz — 4xyz?)

= V(x?yz — 4xyz?) = 2xyz — 4yz?)i + (x?z — 4xz?)j + (x%y — 8xyz)k

Al evaluar el gradiente en el punto P(1,2,1) se obtiene, V¢ = —4i — 3j — 14k, por
tanto, 4i + 3j + 14k, es normal a la superficie en P. Ademas, una ecuacion del
plano con normal N = ai + bj + ck tiene la forma: ax + by + cz =1

Por lo que la ecuacién puede ser escrita como: 4x + 3y + 14z = A. Al sustituir P
en la ecuacion obtenemos A = 24, entonces, la ecuacion requerida es 4x + 3y +
14z = 24.

3.4.1.Derivadas direccionales

Dada una funcion escalar ¢ = ¢(x,y,z), entonces, la derivada direccional de ¢
en direccion de un vector A4, la cual se denota por D5 (¢). Sia,, = A/||A||, el vector

unitario en direccion de 4, entonces se tiene,

A
DA(¢):V¢'au:V¢'m

Donde la notacion a, corresponde a la de un vector unitario.
Ejemplo 3.31. Calcular la derivada direccional de la funcion escalar ¢(x,y) =

e*senyen el punto P(0,7/3) y en la direccién del vector a = (-3, 4).
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Solucién
a) Grad ¢ =V = (smi+3-)) (¥ seny)
d(e*seny) . 0d(e¥seny) .
= 1+ ]
O0x dy

=e*senyi+e*cosyj
b) en P(0,n/3),grad ¢ =Zi+1j
c) Se determina el vector unitario a, = ((—3,4)) /V5 en direccién de A.

Después, se obtiene la derivada direccional de ¢ en el punto P(0,7/3) en

direcciéon de A, es decir:

V3, 1)\/ 3. 4\ 4—+3
V¢'“=<7‘+zf>(‘§‘+§1)— 6

Ejemplo 3.32. Considere la funcién escalar ¢(x,y,z) = x? + y? + xz. Se pide
determinar:

a) El grad ¢. b) Encuentre grad ¢ en el punto P = P(2,—1,3). ¢) La derivada
direccional de ¢ en el punto P en direccion de A = i + 2j + k.

Solucién

a) Gradp=Vop = (%H_a%i +%k) (x% + y? + xz)

0x2+y?+xz). 0x*+y?+xz). 0(x%+y?+xz)
= i+ j+ k
0x dy 0z

= (2x + z)i + 2yj + xk
b) En P(2,—1,3),grad ¢ = 7i — 2j + 3k
c) Se determina el vector unitario a, = A/||All = (i +2j+k)/\V6 en
direccion de A. Después, se obtiene la derivada direccional de ¢ en el
punto P(2,—1,3) en direccion de A, es decir: V¢ - a, = (7i — 2j + 3k) -
[(i +2j + k)/V6] = 6/N6 =6/6
Ejercicio 3.33. Sea el campo escalar definido por, ¢ = x2 yz — 4xyz?, se pide
determinar la derivada direccional del vector A = 2i — j — 2k.

Solucién

A partir de: V¢ = (%i + aiyj + %k) (x%yz — 4xyz?), se tiene que,

Vo = 2xyz — 4yz?)i + (x%z — 4xz?)j + (x?>y — 8xyz)k, y en P(1,3,1)

V¢(1,3,1) = —6i — 3j — 21k, luego, el vector unitario en direccion de A = 2i — j —
2k es,
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2i—j— 2k 2. 1. 2
= =—i—=j—=k
J@P+ D2+ (2 3 3 3
Asi, la derivada direccional requerida es
2 1
Ve(1,3,1)- A, = (—6i—3j — 21k) - ( l—gj——k) —-4+1+14=11

Ejemplo 3.34. Sea el campo escalar: ¢ = x2y3z° - a) ¢En qué direccién a partir
del punto P(1,1,1) la derivada direccional de ¢ es un maximo? b) ¢Cuél es la
magnitud de este maximo?

Solucion

SeaV¢ = (—l + —] + = k) (x2y32°), luego se tiene que

Vo = V(x2y32°) = 2xy32°%i + 3x2y?z%j + 6x2%y32z°k, por tanto,

Ve (1,1,1) = 2i + 3j + 6k.

a) La derivada direccional es un maximo en la direccion de V(1,1,1) = 2i + 3j +
6k.

b) La magnitud de este maximo es |V¢(1,1,1)| = /(2)2 + (3)2 + (6)2 = 7.

Ejemplo 3.35. Encuentre el angulo entre las superficies definida por los campos

escalares
¢ = x>+ y*yz, ¢, = —ﬁ2+ —ﬁz 1 tP\/_\/_l
1=Xx“+y°yz,¢, =|x c y 6 , en el punto 12'12'12
Solucién

El angulo entre las superficies en el punto se define como el angulo entre las

normales a las superficies en este punto, es decir,

2 2
V6 V6
Sean,p; =x* +y? —z, ¢ = <X - ?) + (y B ?) donde una normal a

\/—\/—1>\/—\/—

212°12) " 61t gk

z =x%+y? V¢, = 2xi+ 2yj — kyV(])1< c

2 2

V6 V6
yunanormala,z =(x — 3 +(y— r corresponde a,

Ahora, (Vb1 (P)) - (Vd,(P)) = IV, (P)|Il|Vd,(P)|lcos 6, 6 es el &ngulo requerido.
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V6. V6 ARG
(51w (-5 x) =[5 5- \H‘—“e"“

cos O

( ! 1+1)— 1+1+1 1+1+1 0, e—§—1

c 7 e =l lz%% cte cos 0,0 sea, cos _é_Z
3

Entonces, el angulo agudo correspondiente es, 6 = arccos G) = 60°

3.4.2.Multiplicadores de Lagrange

Los multiplicadores de Lagrange a la técnica matematica empleada en hallar los
maximos y minimos relativos de funciones de multiples variables sujetas a
restricciones. El método funciona introduciendo nuevas variables (una por cada
restriccion) llamadas multiplicadores de Lagrange. Estas variables se combinan
con la funcién original para crear una nueva funcion sin restricciones llamada la
funcién lagrangiana.

Es decir, se trata de encontrar los puntos (x,y) que son los extremos (valores
méaximo o minimo) de una funcion f(x,y ) sujeta a la restriccion g(x,y) = d, donde
d es una constante, para lo cual, se trata de hallar los puntos (x4, x5, ..., x,) que
determinan los extremos (valores méaximo o0 minimo) de una funcién
f(xq, %5, ..., x,) sujeta a la restriccion g(xq,x,,...,x,) =d, donde d es una
constante, lo cual ocurre cuando los gradientes Vfy Vg (derivadas direccionales)
sean ortogonales a la curva o superficie dada g(x,y) = d, es decir, siVf y Vg son
paralelos, debe haber una constante A tal que Vf = AVg.

La letra griega 4 (lambda) se usa para denotar al multiplicador de Lagrange. La
condicion Vf = AVg y la restriccion original generan (n + 1) ecuaciones, en este
caso tres ecuaciones, con las incognitas x,y y 4, generan el sistema:

fr(x,y) = Agx(x,y),

fy(x,¥) = 2g,(x,y),y ademas,

gx,y)=d

Las soluciones del sistema para x y y producen los valores de los extremos de
f(x,y) sujetos a la restriccion g(x,y) = d

Ejemplo 3.36. Minimizar la funcién f(x,y) = x? + 2y%? que esta sujeta a la
restriccion g(x,y) =2x +y = 9.

Solucién
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Con el uso de la condicion V'f = AVg y la restriccion dada, se obtienen las siguientes

ecuaciones:
0(x? + 2y? 0(2x +
(x y):x(x Y)—>2x=27\
x 0x
d(x? + 2y? d(2x +
(x y)=)\(x y)_>4y=)\
ady ay

2x+y=9

Al eliminar A de las dos primeras ecuaciones obtenemos x = 4y, que con 2x +
y =9 produce 9y =9. De este modo obtenemos la solucion y =1y x = 4.
Entonces, f(4,1) = 16 + 2 = 18 es el valor minimo de f sujeto a la restriccion
2x+y =09.

Ejemplo 3.37. Determinar los extremos de la funcién f(x,y) = x + 3xy? que

esta sujeta a la restriccion g(x,y) = x2 + y? = 4.

Solucion
3 2 2 2
6(x +3xy ) _ /,la(x +y )_) 3x2 + 3y2 — 2x
dx dx
Por definicién, se tiene, 6(x3;r;xy2) _ Aa(x;+y2) S 6xy = 20y
\ x2+y?=4

De la segunda ecuacién se obtiene, A = 3x, con lo cual se consigue el sistema

{x2+y2=4

X2 —y? =0 que al ser resuelto nos proporciona, x = +v2,y = +v2, que al

reemplazar en f(x,y) = x3 + 3xy?, finalmente se tiene:
fiey) = (V2)" +3(VD(V2)" = 8VZ; fo(ny) = (—V2)" +3(~V2)(—V2)" = -8V2
fiy) = (V2) +3(V2D)(—V2) = 8VZ: £ y) = (—V2) +3(—V2)(V2)” = -8V2

Donde los puntos P;(v2,8v2),P;(V2,—8v2), son maximos absolutos, y
P,(—v2,8v2) y, P,(—V/2,—8v2) son minimos absolutos.

3.5. Divergencia

La divergencia en un punto nos da una medida de como se comporta un campo
vectorial en ese punto especifico. En términos simples, si el campo esté "entrando” o

"saliendo"” del punto, o sea, dado el vector definido por V(x,y,z) = V;i + V,j + V3K, el
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cual es diferenciable en cada punto (x,y,z) en una region del espacio, V define un

campo vectorial diferenciable, luego, la divergencia de V, que se denota con V-V o

div V, se define como sigue:

v V—(a [ + g j + ak) (Vi + Vyj + V3k)
- axl ay] aZ 1l 2] 3
av, av, aV.
_ 1+_ 24_ 3
dx Jdy 0z

Lo cual significa que aun cuando V es un vector, V - V corresponde a un escalar.
Ejemplo 3.38. Suponga el campo vectorial definido por A = x2z2%i — 2y2z%j +
xy?zk, se pide determinar ¥ - A (o div A) en el punto P(1,—1,1).

Solucion

o] d o]
. (e T T ) (02,25 — 92,20 2
v-A (axli—ay14—azk) (x?z%i — 2y*z*%j + xy*zk)

0 0 0
_ 2.2 92,2 2,y — 2 _ 2 2
—-ax(x z )+—ay( 2y°z )i-az(xy z) = 2xz° — 4yz® + xy

Luego al evaluar este resultado en el punto P(1,—1,1), se tiene,
V-A=21)1)%-4-DD*+ (D(-1)? =7

Interpretacién:

En virtud de que la divergencia es positiva, ello Indica que el campo esta saliendo
del punto, como si fuera una fuente.

Ejemplo 3.39. Suponga el campo vectorial definido por A = x2yi + 2xzj + 4 —
z2yk, se pide determinar V- A (o div A) en el punto P(1, 1, 2).

VA_<a_+a_+ak>(2_+2 j + 4 — z%yKk)
= (')Xl (')y] 37 X“y1 X7} Z°y

d d d
=&(x2y)+a—y(2xz)+£(4—zzy) =y2+0—2zy =y?—2zy

Luego al evaluar este resultado en el punto P(1, 1, 2), se tiene,
V-A=(1)?%-2(2)1) =-3

Interpretacién:

En virtud de que la divergencia es negativa, ello Indica que el campo esta

entrando al punto, como si fuera un sumidero.
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3.6. Rotacional

Suponga que V(x,y,z) =V,i+V,j+V;k es un campo vectorial diferenciable.
Entonces, el rotacional o rotacion de V, que se denota V x V, rotacional V o rot V, se

define como sigue:

a, d, 0 ] ]

dx dy~ 0z
i j k
" V32’ vl v v v, Vs v, V,
-(5 ) G5 (G5

L, : g 9 0
Se observa que, en la expansion del determinante, los operadores 9%’ 9y’ 22

deben precedera V;,V, y V.

Ejemplo 3.40. Dado el vector A = x?z2i — 2y?z%j + xy?zk, se pide determinar
Vx A (orot A) en el punto P(1,—1,1).

Solucion

o] d d
_ . . 2,25 9.2, 22 2
VxA—(axl+ay]+aZk)x(xZL 2y°z°%j + xy*zk)

i j k
B [ d d d ]
| ox dy 0z

x2z? —-2y%z? xy?z
= [ Gt - S 2] i [yt - - e+ [ 2 - 2 Gt
= (2xyz + 4y?2)i — (y%z — 2x%2)j + Ok
= (2xyz + 4y?2)i — (y?z — 2x%2)j
Luego, en el punto P(1,—1, 1), el rotacional corresponde a:
VxA=[2DQ +4=D*W]i - [(D2(D) — 2(D*W)]j = 28+
Ejemplo 3.41. Dado el vector A = xe”?i + ye*?j + ze*’k, se pide determinar
V x A (orotA) en el punto P(1,1,—1).

Solucién

VxA= (ii+ij+ik) X (xeY%i + ye*?j + ze*V k)
dx dy 0z
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i j k
| o 0 0
“lox o9y oz

[ xeY? ye** ze*Y

[ 0 d . a d . a 0
= |55 @)~ 5, 0| i = |5 o) — - )| 4 [T ™) — - (o) |k
= (xze™ — xye*®)i — (yze* — xyeY?)j + (yze** — xze¥*)k
= x(ze® — ye*)i + y(xe¥* — ze™)j + z(ye** — xe¥*)k
Luego, en el punto P(1,1,—1), el rotacional corresponde a:
VxA=DI[H(=1D - (e HDIi+MDeH(=1) - (e HDIj

+ (=D - (e"H D]k

VxA=(e—e Di—(e+e )j+0k
3.6.1.Férmulas que involucran al operador V

Las proposiciones siguientes generan algunas propiedades Utiles al emplear el
operador V.
Proposicion 5.1: Suponga que A y B son funciones vectoriales diferenciables, y que
¢ y ¥ son funciones escalares diferenciables de posicion (x, y, z), entonces, se
cumplen las leyes siguientes:

i. V(p+y)=Vep+Vy obien grad(¢ + ) = grad ¢ + grady

i. V-(A+B)=V-A+V B obien div(A+ B) =divA +divB

ii. Vx(A+B)=VxA+VxBobienrot(4A+ B) =rotA+rotB

v. V-(pA)=WVep)-A+¢p(V- A

V. VX (@A) =WVp)xA+¢dp(lVxA

Vi V-(AXB)=B-(VxA) —A-(VxB)

Vi Vx(AxB)=(B-V)A-B({V-4)—(A-V)B+A(V-B)
vVii. V(A-B)=(B-V)A+(A-V)B+Bx (VxA)+Ax (VXB)
Proposicién 5.2: Suponga que ¢ y A son respectivamente funciones escalar y
vectorial, diferenciables, y que ambas tienen segundas derivadas parciales

continuas. Entonces, se cumplen las siguientes leyes:

- : _ g = Lo o e
L V() = Vo= T o

2_ 0% 0% 0% '
Donde, V*= —— + oy T oz S€ llama el operador laplaciano

i. Vx((V¢)=0,esdecir, el rotacional del gradiente del campo escalar ¢ es

igual a cero.
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ii.  V-(VxA)=0, es decir, la divergencia del rotacional del campo vectorial A

es igual a cero
iv. Tx(VxA) =0V -A4)-V24A
Ejemplo 3.42. Suponga que P y Q son funciones escalares diferenciables en x,

y y Z.
Se pide demostrar que:
a. V(P+Q) = VP +VQ, b)V(PQ) = PVQ + QVP

Solucion
a. V(P+Q)=(%i+aiyj+%k)(P+Q)
0 9 9
=1&(P+Q)+16—(P+Q)+k&(P+Q)

_ 9P 0Q 9P 9q 3Q
=ittty ka ko,

_OP dapP oP . 0Q .0Q 2Q
6 ]6 ka +lax+]y+kz

_(a+ g ka)P+<'a+ a+1<) VP +V
=Uax 11y 55 Yax oy Q= Q

b. V(PQ) = (5:i+5i+7 k) (PQ) = - (PQi + - (PQ)j + 5~ (PQk

(P (o (e

0z
= P(a—Q +6—Q] +a—Qk>+Q(a—P1+a—P]+a—k) = PVQ + QVP
0 dy d d d
2 62 82
Ejemplo 3.43. Demuestre que V - V¢ = V3¢, donde VZ— — + — + — denota

el operador Laplaciano.

Solucion
(0. a0 op  dp g )
v V¢_<axl+6y]+azk> (ax oy Tazk
0 d 0 02 K 02
(¢>+ <¢)+ <¢) ¢_|_ ¢+¢
~ 9ox \ox oy \dy/) 0z \oz 0x?  0y? 0z?
K K K
— — 72
_<6x2+6y2+622>¢_v ¢

Ejemplo 3.44. Para los campos vectoriales A y B, se pide demostrar que:
a. V-(A+B)=V-A+V-B
b. V-(¢A) = (Vd) -A+ (V- A)
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Solucién

a. Sean A= A;i+A,j+Azsk y B =B,i+ B,j+ B3k, entonces se tiene,

d . ad ., 0 ] .
V-(A+ B) =(al+@]+£k)-[(A1+Bl)l+(A2+Bz)]+(A3+Bg)k]

d d 0

044 N 04, N 0A3 N 0B, N 0B, N 0B;
dx dy 0z dx  dy 0z

. .0 o 0., 0.0 L
=(—1+—]+—Zk) (A11+A2]+A3k)+<al+$]+£k)'(Bll+32]+B3k)

b. V- ($A) = V- (pAri + PAaj + pAsk) = 7 ($A) + - (pA2) + 5 (9A;)

0 94, 0 0% , 6A3
ot ¢ax+8yA2+¢6y+6 o5

ol d¢p folo} 0A; 04, O0A
ot dy ay +£A3 té ( 6x1 + ayz + 623>

ox
—(a¢ 0%, + ¢k) (Aji + Ayj + Ask) + (a'+a'+ak) (Ayi + Ayj + Ask)
=~ 5x ay] 3 1l 2J 3 ('baxl Oy] E 1l 2] 3

= (Vo) -A+$(V-A)
Ejemplo 3.45. Sean A=A,i+A,j+Az;k, B=B,i+B,j+B;k, se pide

demostrar que:

a. VX(A+B)=VxA+VxB

b. VX (dA) = (VP) XA+ d(VXA)
Solucion

Para el caso a) se tiene:

VX (A+B) = (ii+ij+ik) X [(A; + By)i+ (A, + By)j + (A3 + B3)k]

0x dy 0z
i j k
_ d d 0
| ox dy 0z

Ai+B, A,+B, As+B;

_a a . a a .
= _@(A3 +B3) _g(AZ +B2)]l+ I:E(Al +Bl) _g(A3 +B3)]] +

[ 0 d
+ _a(Az + B,) _@(Al +Bl)]k

_ [043 aAz]_ [0A1 0A3]_ OAZ 6A1]k
Loy 0z 0z
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d0B; 0B dB; OB 0B, 0B
L PR L P L Y
dy 0z dz

Para el caso b) se tiene:
V x (pA) =V x ($pAi + PA,j + PAsK)

i j k|
la a2 o
“lox ay oz

¢A; Ay P45

9 d Y 9 Y 9
= |57 (@40 — 5, @A) i + |7 (640~ - @A) + 72 (94) - a—(d)Al)] k

o2 ———1 SIS AT
I N
o2 2 22
-2 ) (-2 m)r (220
=¢(VXA)+% ‘Z]—‘;’ %=¢(VXA>+(V¢)><A

Ejemplo 3.46. Suponga que V X A = 0, se pide determinar V- (A X r).
Solucién

Sea A = A;i + A,j + AzKk, r = xi + yj + zK, entonces,

i j Kk
AXr= Al A2 A3 = (ZAZ - yAg)i + (XA3 - ZAl)j + (yA]_ - XAz)k
X y Z

Por otra parte,
0 0 0
V-(Axr) = &(ZAZ —yA3) + @(XA3 —zA;) + a(}’A1 —xAz)

0A, 6A3+ 0A; 6A1+ 0A4 0A,
“ox Y ox Xay Zay Yz oz

_ <6A3 6A2) <6A1 6A3) N <6A2 aAl)

- "\oay oz 0z 0x “\ox dy

. . 04, aAZ)_ (6A1 6A3>, (aA2 6A1>]
= Ixt+yj + zk] [(ay 0z ) T\ oz "o ) T\ Ty )k

=r-(VxA)=r-rotA, ademas, siVx A = 0,entonces, r-(VxA) =0
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Ejemplo 3.47. Dado un campo escalar ¢, se pide demostrar que
a) V x (Vo) = 0 (rot grad ¢ = 0)
b) V- (VX A) =0 (div rot A=0)

Solucion
i j k
a. Vx(v¢)=v><(ai+5j+gk)= ox 9y oz
9¢ 94 09¢
ox Jdy 0z

5 G)- = G+ [ Go) - G+ [ (5) -5 Gl

%¢p  0%¢ . %¢p  0%¢9) . %¢p  0%¢
= - i+ - jt - k=0
dydz 0zdy 0z0x 0x0z dxdy Jdyodx

Lo cual es cierto si y solo si ¢ tenga segundas derivadas parciales continuas de

modo que el orden de diferenciacion carezca de importancia.

i j Kk
i) 0 0
C. V-(VXA)=V-& %
Ar Ay A

0A; 0A;\, (0A; O0A3\, [(0A, O0A;
=V.[(6y B az)l+<az - ax)H—(E_a_y)k]
0 (0A; O0A, 0 (0A, 0A; d (0A, 0A,
=&<a_y_¥> a_y(g_ﬁ> E(ﬁ_ﬁ>
0%A; 0%A, 0%A, 0%A; 0%A, 0%A
- axay_ 0x 0z + dy 0z a dy 0x * 0z0x 0z dy =0

con la suposicién de que A tiene segundas derivadas parciales continuas. Se

observa la similitud de los resultados anteriores y el resultado: (C x CA) =
(Cx C)A =0, donde A es un escalar, porlocual, C-(CxA)=(CxC)-A=0.
Ejemplo 3.48. Encuentre rot (rf(r)), donde f(r) es diferenciable.

Solucién

rot (rf(r)) =V x (rf(r))

=V x (xf(r)i + yf(r)j + zf(r)k)

i j k
|0 0 0
| ox dy 0z

xf(r) yf(r) zf(r)

_< of 6f)_+< of 6f>_+( of af)k
B Zay yaz ! Xaz Zaxl yax Xay
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ﬂ _ (of of o [ 2 L2 L o2 f'(r)x _ f’_x
Ademas, (ar) (6x) 6r6x( Xttyttz ) J2+y2ax®
De manera similar, se tiene, of _fy , of_fz
ady r 0z r
Luego, esto no lleva al siguiente resultado,
fly IZ . le Ix . Ix fly B
(Zr yr l+xr Zr]+yr xrk—O
Ejemplo 3.49. Se pide demostrar que V X (VX A) = —V2A + V(V - A).
Solucion
i j K
Por definicion, se tiene, VX (VxA) =V x| = 2
or definicion, se tiene, VX (VX A) =V x ox 9y 02
A Ay A
0A; O0A 0A, O0A 0A, O0A
oG- e G- e (-
dy 0z 0z 0x Jx  dy
i j k
ad 9] 9]
= 0x dy 0z
6A3 6A2 0A; 0A; 0A, O0A;
0z Jx 0x 0y
[0 (6A2 6A1> a(aAl aAg)] [ (6A3 0A2> d <6A2 aAl)]__I_
Loy dy dz\dz Ox 0z \ dy 0z dx\odx dy J
N 0 (aA1 6A3) 0 <6A3 6A2>]k
| 0x 0x dy\dy 0z
B 024, it 024, 0%A, - 82A3 62A3 i+
= 2 a2 )" 922 oxz ) 9x2  dy?
2A2 024, 0%24; 0%A;\ . [0%4A 62A2
+ i+ + j+
ayax 0z0x d0zdy  0x0dy 6xaz dyodz
(%A 2A1 94 - L 0%4, 9’4, 9%4, - L 0%4A; 0743 9%4s .
~\ 7 a2 972 axz2 _ ayz  az2 )] 9x2 _ dy? 022
2A 2A 024 024, 0%4, 0%A 024, 0%4, 0%A
+ 1 2 3 i+ 1 + 2+ 3 j+ 1+ 2 3 k
ayax 0z0x oxdy = 0y? = 0zdy 0xdz 0ydz 0z?
62 62 (Ari+ A+ AddO) + 9] <8A1 04, aA3>+
ax2 ay2 T o7z ) it t A k) H g ot S T e
d (6A1 04, 6A3)+k d <6A1 04, aAg)
Hay\ox Yoy Tz 9z\ax " dy | oz
0A; 0A, O0A
R ) 1 2 3 — _p2 .
= -V2A + V(ax % az) VZA+V(V-A)
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Ejemplo 3.50. Suponga que v = w X r, se pide demostrar que w = %rotv, donde

w €S un vector constante.

Solucion
i j k
Por definicion, rot v=VXxv=V X (o Xr) =V X |[w; w, w3
X 'y z

=V X [(02z — w3y)i + (w3x — w12)j + (01y — wx)K]

i j k
0 d a

= - —_ — = 2(w4i+ w,j + w3K) = 2w
I 3y p (04 2] 3K)

WyZ — W3y W3X— WZ W1y — WX
Luego, w = %V XV = %rot v
Ejemplo 3.51. Se pide determinar V¢ para el caso en que: a) ¢ = In||r||, b) ¢ =
1/r
Solucion

a. r=xi+yj+zk, entonces ||r|| = \/x2 + y? + z2, por tanto,

¢ =In|r|| = Inyx2 +y2 + 22 =In (x? + y? + z2)1/?

Vp = 1V[ln x?% +y? + z2)]

d d
[l—ln(x +y?2 +ZZ)+]a In (x? +y? +ZZ)+ka—ln(X +y? +ZZ)]

: 2y . 2z
=§[x2+y2+zzl+x2+y2+zzl x2+y2+zzk]

_xityj+zk r

S x2+yZ+z2 12
1 1 -
b. Vo=V (;) =V (\/x2+y2+z2) - V[(XZ +y*+2%) 1/2]

0 d 0
= i&(x2 +y% +22)71/2 + ja—(x2 +y2+22)712 4 kg(x2 + y? 4 z2)71/2

1
[——(x +y% +22)” 3/22x]1+[——(x +y% +22)” 3/22y]j+

1
+[——(X +y?+2%)” 3/ZZZ]k

_ —xi—-yj—zk
_(X2+y2+22)3/2_ r3
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Ejemplo 3.52. Se pide demostrar que Vr®* = nr~2r.

Solucién

De lo expuesto en el ejercicio, se tiene que,
n
vrt = V(\/XZ +y2 + 22) = V(x? +y? + z2)"/?

d d
. 2 2 4 .2yn/2] o 2 4 o2 4 ,2\n/2 2 4 o2 4 ,2\n/2
16X[(x + y* + z4) ]+]6y[(x + y% + z°) ]+kaz[(x + y% + z°) ]

n n n n n n
=[50 +y*+ 27 2xi4 [0 +y? 427 2y + [ 00 4y 42202 22K
n n
=n(x? +y? +22)2 ' (xi+yj+zK) = n(r?)2"'r = nr"r
e Invariancia

Si se toman dos sistemas de coordenadas rectangulares o marcos de referencia
xyzy x'y'z' respectivamente y ademas, que tengan el mismo origen O pero con

ejes rotados con respecto al otro (ver Figura 63).

Figura 63

Transformacion entre coordenadas

(x.»2)

Pe

*.y.2)

Nota: Autor (2024)

Ademas, el punto P en el espacio tiene coordenadas (x,y,z) o (x,y’,z') relativas
a los sistemas coordenados en referencia, las ecuaciones de transformacién
entre coordenadas de los dos sistemas corresponden a las siguientes:

x’ = lllx + l12y + l13Z

yl = lz]_x + lzzy + l23Z (51)
z' = l31x + lgzy + l33Z
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Donde, para j, k = 1,2,3,1;, representan los cosenos directores de los ejes x',y’

y z' con respecto de los ejes x,y y z. En el caso en que los origenes de los dos
sistemas coordenados no coincidan, las ecuaciones de transformacion se
convierten en las siguientes:

X' =l x+1ly+ Lsz+ a3

Yy =bLix+ Ly +1sz+a, (52)

z' = l31x + I35y + 1332 + a;
donde el origen O del sistema de coordenadas xyz se localiza en (aj, aj,aj3) en
relacion con el sistema coordenado x'y’z’. Las ecuaciones de transformacion (1)
definen una rotacion pura, mientras que las ecuaciones (2) definen una rotacién
con traslacion. Cualquier movimiento de cuerpo rigido tiene el efecto de una

traslacion seguida de una se llama transformacion afin.

Fisicamente, una funcion escalar puntual o campo escalar ¢(x,y, z) evaluada en
un punto particular, debe ser independiente de las coordenadas del punto. Asi,
la temperatura en cierto punto no depende de si se utilizan coordenadas (x,y, z) o
(x',y',z"). Entonces, si ¢(x,y,z) es la temperatura en el punto P con
coordenadas (x,y,z) y ¢'(x',y’,z") es la temperatura en el mismo punto P con
coordenadas (x',y’,z"), debe ocurrir que ¢(x,y,z) = ¢'(x',y',2z"). Si p(x,y,2) =
¢'(x',y’,z"), donde x,y,zyx',y’,z' estan relacionadas por las ecuaciones de
transformacion (1) o (2), transformacion de rotacion (1), ya que x? + y? + z% =
x?2+y'?+ 22

En forma similar, una funcion vectorial puntual o campo vectorial A(x,y,z) se
llama invariante si A(x,y,z) = A'(x',y’,z"). Esto se cumple si

A1, y,2)i + Ay(x,y,2)j + As(x,y,2)k = A1 (X, y', 2" )i’ + Ay(x',y', z")j + A5(x",y', z" )k’

Es posible demostrar que el gradiente de un campo escalar invariante es un
campo vectorial invariante con respecto de las transformaciones (5.1) o (5.2). De
manera similar, la divergencia y el rotacional de un campo vectorial invariante

son invariantes con dichas transformaciones.
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Ejemplo 3.53. Dados dos sistemas de coordenadas rectangulares xyz y x'y'z’

gue tienen el mismo origen, se giran uno con respecto del otro, se desea obtener
las ecuaciones de transformacion entre las coordenadas de un punto en los dos

sistemas.
Solucién

Sean r y r’ los vectores de posicion de cualquier punto P en los dos sistemas,
entonces, como r =1r’, se tiene, x'i' +y'j' + z'k' = xi + yj + zk (1), ahora,
para cualquier vector A, tenemos lo siguiente A = (Ai")i' + (4j")j + (AK")k’,
ademas, sisetoma A =i,jy k en sucesion, se obtiene,

i=- )+ j)j+ U KK =140 + 1 + 15,k'9

J=G- DU+ -j)j + (kDK =150 + ) + 13k (2)

k == (k . i,)i, + (k 'j,)j, + (k . k’)k’ - l13i, + l23jl + l33k,
Al sustituir las ecuaciones (2) en (1) e igualar los coeficientes de i',j' y k', se
encuentra que: x' =l x+ Ly +lhsz, Yy =hix+lhyy+lazy z =130+

I3,y + I35z que son las ecuaciones de transformacion pedidas.

Ejemplo 3.54. Suponga que ¢(x,y,z) es un invariante escalar con respecto a
una rotacion de ejes. Se pide demostrar que grad ¢ es un invariante vectorial en

la transformacion.

Solucién

Por hipétesis, ¢(x,y,z) = ¢'(x’,y',z"), ademas, para establecer el resultado
deseado, debe demostrarse que
dp. 0¢p . 0 —0d¢’ . 99’ . 03¢

al+@]+£k=ax,l +ay,] +aZ'

kl

Con el empleo de la regla de la cadena y las ecuaciones de transformacion

citadas anteriormente, se tiene,

9¢ _0¢' ox’ a¢'ay'+a¢'a_z'=a¢'l +a¢'l +a¢'l
dx  9x' dx Ay’ dx = 0z dx 9x' ' 9y’ 2t gz 3t
dp 0¢'ox’ ap'dy’ 0¢'dz o' N a¢'l N a¢>'l
dy  0x' dy Ay’ dy 0z’ dy odx' 9y’ 22 9z’ 2
9¢ _0¢'ox’  9d¢’dy’ N ¢’ 0z' _ 99’ N a¢'l N a¢'l
9z  9x' 0z 9y’ 0z 9z’ 9z dx' 9y ¥ 9z 3
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Al multiplicar estas ecuaciones por i,j y k, respectivamente, y sumarlas se

obtiene:

d
op. 09 09,
ox dy 62

d¢ d¢' a9’ ¢ a9’ a9’ .
(a’lll a,l21 a,l )l"‘(a,lll a,l21 Zl ]+

LR TR PO .

3.7. Problemas propuestos

e Hallar el dominio y rango de cada una de las siguientes funciones:

1. f(xy)=xy/xZ+y Sol.D; = {z=f(x,y) € R*/\[xZ+y 20}, Rg={z€R}

2. fx,y) = \/m Sol.Dy ={z = f(x,y) e R*/x*+y* >4}, Rg=
{zeR/z >0}

3. flx,y) = \/? Sol.Dy ={z = f(x,y) € R*/x* + y* — 4 # 0,x* + y* >
4}, Rg={z€R/z>0}

4. fxy) =
R/z<—-1vz>-1}

5. f(x,y) = Jcos(x2 +y?) Sol.Df = {(x,y) € R?/cos(x? + y?) = 0},Rg =
{zeR/0<z=>1}

Sol.Dy ={z = f(x,y) € R*/sen(x +y) # 0},Rg = {z €

sen(x+y)

e Comprobar la existencia de los siguientes limites:

2
1. lim &2

" (xy)~(0,0) x2+y? Sol. No existe

2

2. X l)irr(too)xfiy4 Sol. No existe
x,y)—(,

. 2x2
3. lim Y

(x,3)~(0,0) X% +y? Sol. No existe

4. 1im Y solo
(x,y)~(0,0) x*+y*

5. lim X220 go0
Ty~ x-y '
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, X—y+2x=2y
6. (x, yl)l_T)r(ll,l)—\/_ 5 Sol. 2

x+y—9
7. (xyl)—>(45)\/W . Sol.6

8. lim WV“'Sl
(ey)ota3) x—y-1

9. lim M) g4 3
(xy)=(03) X
10 , 1—-cos(xy) So 1

'(x,yl)lf(los) (xy)?
e Estudiar la continuidad de las siguientes funciones

1. flx,y) = w;zy) Sol. Continua en R2,en (0,0) tiene discontinuidad

evitable

2. f(x,y) = cos i/ |xy| — 1 Sol. Continua en R?

3. flay) = E i)

Sol. Tiene discontinuidades evitables en x? +
sen (xy(x2+y?2))
y=1

e Hallar las derivadas parciales de segundo orden de:

1. f(x,y) = x3y + x?y? Sol. fyx = 6xy + 6x%,f,, = 2x, fry = fyx = 3x* +
4xy

2. f(x,y) =3x3y* —4xy 4+ 5y3 Sol. fox = 6xy> — 4, f,,, = 2x> + 30xy, fyy =
fyx = 6x%y — 4x + 15y>

_ 3x+2y Yy
3. f(x J’) =X,/ X + Sol. fxx - ZW 4(x+y)2 fy 4(x+y)3/2

2x(x2-3y?) 2x(3y2-x?2)
Sol. fxx - (x2+y2)3 'fyy = (x2+y2)3

4. f(x,y) =
5. Sea f(x,y) =3x3y — 2x%y? + y3
a. Determinar f,(1,-2), f,(1,-2). Sol. f, = =34, f, = 23

2+y

b. Determinar las segundas derivadas. Sol. f,, = 18xy — 4y?, f,,, = —4x* +
oy

Sea f(x,y) = xe¥’ +ylnx

Determinar f,(1,1), f,(1,1). Sol. f, = e+ 1, f;, = 2,

Verificar que fi, = fyx. SOl fiy = foy = 2ye¥’ +1/x

Sea f(x,y) = In(x? + y)

Determinar £,(1,2), f,(1,2). Sol. f, = 2/3, f, =1/3,

p N T D O
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b.

8.

EDITORIAL GRUPO

a2
Determinar las segundas derivadas. Sol. f,, = ?gT;)z) fyy = o

f - __2x
VT (% +y)?

Sea f(x,y) = e* sen(y) probar que f,, + f,, =0

Sea f(x,y) = % demostrar que xf, + yf, = 3f

9.

Determinar a € R de modo que la funcién f(x,y) = cos(2cx + act), con
c # 0 satisfaga la ecuacion, fi; = c?fy

Empleando laregla de la cadena, se pide resolver.
x(u,v) =vud —v, y(u,v) =u—4v,z = e* 3, hallar z,, z,
Sol. z, = 3e* 3 (vu? —1),z, = e* 3V (3 + 11)

w=e% x =r+5ty=2t3z=1-3r? hallar w,, w,

Sol. w, = 5yze™? + 6xzt?e*?,w, = yze*V? — 6xyre*V?
w=xy—vyz—x’yz,x =t—1,y =2t3,z = t? + 1, hallar w,
Sol. w, = (y — 2xyz) + 6t%(x — z — x%z) — 2t(y + x%y)
w=e* x=r+ty=u-—2tz=1-2r? hallar w,, w,, w,
Sol. w, = e**Y, w, = XV, w, = e*tY

ulx,t) =tinx +7Vt,x = y>+5,t = y~ 1 + ¢¥, hallar u,

Sol. u, = 2xt | (ln(x2 +5) + 2i> (v2e? — 1)

x2+5 1+yeY
Aplicaciones sobre derivadas parciales multivariables
Las ecuaciones paramétricas de las trayectorias de dos objetos

corresponden a:

Primer objeto: x; = 10 cos 2t,y; = 6 sen 2t

Segundo objeto: x, = 7cost,y, = 4sent

¢A qué velocidad o ritmo cambia la distancia entre los dos objetos en t = /2?

Sol. —11+v29/29

2.

Suponer que la funcion de costos conjuntos de una empresa que elabora
dos tipos de Discos para PC esta dada por C(qy,q,) = g% + q% + 4q,q, +
700. Se tiene planeado reducir la produccién de los dos tipos de discos en

los proximos meses de acuerdo con las férmulas q; = 150 —3t, y q, =
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100 — 2t donde t esta medido en meses. Exprese la razén de cambio de

los costos con respecto al tiempo. Sol. dC/dt = 80t — 4100

3. La presion P en kPa, el volumen V en L (litros) y la temperatura T en K de
una mol de un gas ideal se encuentran relacionados por la expresion.
Encuentre la velocidad a la cual la presion cambia con respecto al tiempo
si la temperatura es de 300 K y se incrementa a razén de 0.1 ks~ !y el

volumen es de 100 litros y se incrementa a razén de 0.2 Ls~1. Identificar

0.83 1.66(300+0.1t)
(100+0.2t) (100+0.2t)2

las variables del problema. Sol. P, =

4. Estimar por medio de diferenciales el valor de

a. v1.03/1.99. Sol. 0.51
b. 2.5In1.03. Sol. 0.074

c. In(0.99) + 0.99v3.97 Sol. 1.97

d. /(4.07)2 + (2.97)2. Sol. 5.04

5. El nimero de cientos de libros que una microempresa puede empastar
semanalmente depende de L y K de acuerdo con el modelo matematico
siguiente: P(L,K) = 2 K? — 0.5 KL + 0.5 L?, donde L es medido en horas-
trabajador por semana y K es el monto de capital invertido por semana.

a. Determinar la cantidad de libros que puede empastar semanalmente si se
dispone de 40 horas en una semana y la inversion de capital es de 6
(u.m.). Sol. 752

b. Usar la diferencial para estimar el incremento en la produccion cuando se
contrate un obrero mas y la inversion se reduce de 6 a 5.5 (u.m.). Sol.
AP = 35 unidades.

6. La demanda de un tipo de vehiculo depende del precio de venta del
automovil y del precio de la gasolina de acuerdo con el siguiente modelo

matematico:

2
D(pa,py) = 600 — 40,/p, — 12000(0.1p, + 0.005)3

Si actualmente el precio de este vehiculo es de $3600 y el precio de la gasolina
es de 0.03 $/L. Estimar el cambio en la demanda cuando el precio de la gasolina
aumente en 0.005 $/ L y el precio del vehiculo aumenta en $5. Respuesta: -40/3

unidades.
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La funcion de produccion de una empresa esta dada por P(L,K) = 240L?/3K*/3,

donde L es medido en miles de horas-trabajador por semana y K es el monto de

capital invertido por semana.

a.

Determinar la productividad cuando L = 27 y K = 216. Sol. P(27,216) =
12 960

Hallar la produccién cuando L aumenta a 29 y K se reduce a 200. Sol.
P(29,200) = 13280

Resolver por medio de diferenciacion implicita las siguientes ecuaciones:

—2z—2xzeX¥Z

3z2+2xyeXyZ

2 _ = x2 2 _ 9z _ 3y+2x
z° — 3xy = x° +,/y? — 1, hallar z,. Sol. p™

27

z3 + 2e¥7% 4 2xy = 3, hallar z,. SOI.Z—; =

0z 3zx
z3 + 2% — 2 =3xyz —x hallar z,. Sol.— = ————
y 0x  3z2+2z-3xy

a -1
In(xz) = xy, hallar z,. Sol.—= = 20y=1)
0x X
0 3z+2yVx2-1
e” — 3yz — y*Vx% — 1 = x, hallar z,. Sol.a—; = %

E. Gradiente y derivadas direccionales

Para la curva plana definida implicitamente por la ecuacion xy =
cos(mx? + y) se pide determinar la recta tangente a la curva en el punto
P(1,0). Sol. y=7n(1-x)

Para el campo escalar definido por f(x,y) =x%y3— 2xy?, se pide
determinar:

La ecuacion del plano tangente a la grafica de f en el punto (1,—-1,-3).
Sol. 4x—7y+z =8

La ecuacion de la recta tangente en el punto P(1,—1) a la curva definida
por la funcién implicita x?y3 — 2xy? + 3 = 0. Sol. 4x — 7y — 11 = 0.

Para el campo escalar definido por la funcién f(x,y) =x2 +y? —In (x — y)
se pide:

Hallar la ecuacion del plano tangente a la superficie z = f(x,y) en el punto
P(x,y,z) = (2,1,5)

Determinar la ecuacion de la recta tangente en el punto P(2,1) a la curva

de definida por la ecuacion f(x,y) = 5.
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Para el campo escalar dado por f(x,y) = 2xy + x3 se pide determinar el

punto de la grafica P(x,yq, Zg) cuyo plano tangente sea paralelo al plano
z=x+y.50l. P(,3,7)

Una abeja inicia una trayectoria en linea recta en una habitacion desde el
punto P(2,8,3) al punto Q(4,6,2). Sabiendo que la temperatura en cada
punto (x,y, z) esta dada por el campo escalar T'(x,y,z) = xe¥~%, calcular
la tasa de cambio de temperatura que experimenta la abeja en el
momento que inicia el vuelo. Sol. —e®/3.

La temperatura en cada punto (x; y) de una ldmina esta dada por la

funcioén,

T(x,y) =2x + gy’ —x*

Si un dispositivo movil provisto de un termémetro va midiendo la temperatura

siguiendo la trayectoria r(t) = (x(t), y(t)) = (sen(t) — sen(2t), sen(t) + sen(2t))

se pide:

a.

o p N

o

Calcular la posicion y el vector velocidad del mévil en el instante t = /2.
Sol. (2,-2).

Calcular la tasa de variacion de la temperatura que experimenta el movil
en el instante t = /2. Sol. T (t/2) /0t = —4.

Suponiendo que el mévil puede cambiar su trayectoria, calcular el vector
unitario que marca la direccibn en que debe moverse a partir de P =
r(m/2) para que la temperatura medida aumente lo mas rapido posible.
Sol. u = (0,1).

Determinar los extremos relativos de las siguientes funciones:

flx,y) =x3+vy%—2x + 4y + 20. Sol. f(1,—2) = 15 es un minimo relativo
f(x,y) = 2x* + y? — 3yx2. Sol. £(0,0) = 0 es un minimo
fl,yv)=x3+y2+yx?+2y+1. Sol. F(1,-3/2) = —1/4 es un minimo
relativo, ademas hay dos puntos de silla en P;(0,—1) y P,(2,-3)

f(x,y) = x%y + 2y%x — 2xy. Sol. f(2/3,1/3) = —4/27 es un minimo
relativo, ademas hay puntos de silla en P,(0,0) y P,(0,1) y P5(2,0)

flx,y) =1—3/x%2+y2 Sol. £(0,0) es un maximo relativo
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f. f(x,y) =x3—6xy+y3 Sol. f£(2,2) es un minimo relativo, f£(0,0) es un

punto de silla

8. Hallar los extremos de f(x,y)=xy+ 2x sujeta a 4x + 2y = 60. Sol.
f(8,14) = 128 es un maximo.

9. Determinar los extremos de f(x,y) = 3xy? + x3 sujeta a x? + y% = 4. Sol.
f(V2,v2)=8v2, f(¥2,—V2)=8V2 son maximos absolutos,
f(—V2,v2) = -8v2, f(—V2,—V2) = —8+2 son minimos absolutos.

10.Hallar los extremos de f(x,y) = x?> + y? + xy sujeta a x?> + y2 < 1. Sol.
£(0,0) = 0 es un minimo, f(—v2/2,—v2/2) = 3/2 es un maximo.

11.Una fabrica trabaja sobre un pedido de 1000 escritorios de madera que
deben ser producidos en dos localidades diferentes. Si x, y x, representan
las unidades producidas en cada localidad, y la funcidon de costos esta
dada por C = 0.25x% + 10x; + 0.15x2 + 12x,, se pide determinar el
namero de escritorios que deben producirse en cada localidad a un costo
minimo. Sol. x; =378y x, = 622

12.La produccion semanal de una industria esta dada por Q(x,y) = 1200x +
500y + x2y — x3 — y? (unid) donde x es el nimero de obreros calificados
“‘A”, y, y el numero de obreros calificados “B” que se emplean en la
industria. En la actualidad colaboran 30 obreros tipo “A” y 60 obreros tipo
“B”. Se pide determinar el cambio de la produccién semanal que implica
agregar un obrero de tipo “A”. Sol. Qx = 2100 unid.

13.Una industria produce barras de chocolates segun la funcion de
produccion Q(x,y) = —x3 — 3y? + 3x2 + 24y (unid) donde x la cantidad
de cacao, y, y la cantidad de leche. Se pide determinar la produccién
maxima en un determinado momento. Sol. Q(2,4) = 52 unid.

14.Encuentre el plano tangente y la recta normal a x% + y? + z2 = 30, en el
punto P(1,-2,5). Sol. x — 2y + 5z = 30,r(t) = (1 + 2t,—2 — 4t,5 + 10t).

15.Encuentre el plano tangente y la recta normal a x> +y2+2z=29, en el
punto P(1,2,4). Sol. 2x + 4y + z = 14,7(t) = (1 + 2t,3 + 4t,4 + t).

16. Encuentre el plano tangente y la recta normal a x?y = 4ze**Y — 35, en el
punto P(3,-3,2). Sol. —26x +y —4z = —89,r(t) = (3 — 26t,—3 +t,2 —
4t).
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17.Encuentre el plano tangente y la recta normal a In(x/2y) =z%(x — 2y) +
3z+3, en el punto P(4,2,1). Sol. —3x/4+3y/2—-3z=3,r(t)=(4—
3t/4,2+3t/2,-1—3t).

18.Hallar la derivada de f(x,y,z) = x3 —xy? —z en el punto P(1,1,0) en la
direccion de v = (2,—3,6). Sol. Vflp(11,0) = (2,—2,=1),Dyfp1,10) = 4/7

19.Hallar la derivada de f(x,y,z) = xy + yz% + xz3 en el punto P(2,0,3) en

2 1 2
—). Sol. Vflp(z'o'g) = (4‘; _4‘1 12)' DufP(2,0,3) =

la direccion de v = (——,——,
3 3°3

20/+/3
20.Hallar la derivada de f(x,y,z) = xsenyz en el punto P(1,3,0) en la
direccion de v = (1,2, —1). Sol. Vflpw 30y = (0,0,3), Dyfp1,30) = —V6/2
21.Hallar la derivada de f(x,y,z) =cosxy+eY?+Inxz en el punto
P(1,0,1/2) en la direccion de v =(1,2,2). Sol. Vflpu,01/2 = 1,1/

2, 2)'Dufp(1,0,1/2) =2

e Multiplicadores de Lagrange

1. Hallar los valores minimos y maximos de f(x,y) = 81x2 + y?, sujeta a la
restriccion 4x% + y2 =9, Sol. Min = 9,en (0,-3),(0,3), Max =
729/4,en (-3/2,0),(3/2,0)

2. Hallar los valores minimos y maximos de f(x,y) = 8x2 — 2y, sujeta a la
restriccion x?+y?=1. Sol. Min = —2,en (0,1), Max =
65/8,en (—3v7/8,—1/8),(3V7/8,—1/8)

3. Hallar los valores minimos y maximos de f(x,y) = y? — 10z, sujeta a la
restriccion  x?2+y2+2z2=36. Sol. Min=-60,en (0,0,6), Max =
61,en (0,—V11,-5),(0,vV11,-5)

4. Hallar los valores minimos y maximos de (x,y) = 3x? + y, sujeta a la
restriccion 4x —3y =9 y x2+2z2=9. Sol. Min =

85 2 89  5V29\ ., ,
—;,en(—;,—;,—T)Max—2/3,en(3,1,0)

5. Hallar los valores minimos y maximos de (x,y) = 3x —y — 3z, sujeta a la

restriccion x+y—z=0,x*+2z2=1. Sol. Min =
2 2 3 1\, _ 2 2 3 1
_—6,en(\/—g,—\/—g,—\/—g)Max— 6,en(\/g, NG \/E)

e Divergenciay rotor de campos vectoriales:

1. Determinar la divergenciay el rotor de los siguientes campos vectoriales.
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a.

b

c

EDITORIAL GRUPO

A = (x%y?,—x%y). Sol. V- A = 2xy? — x?, Vx A = (—2xy — 2x*y)k

A = (x?,seny,zx). Sol. V- A = 3x + cosy,Vx A = —zj.
A = (x%,seny,zx). Sol. V-A =3x+ cosy,Vx A = —7zj.

d. A= (zsenzzcosz,/x?+y?).
Sol.V-A=O,VxA=<L—cosz+zsenz,senz+zcosz—L,O>
/X2+y2 IX2+y2
_ 2 A1, 1.1 -1, 1.1
e. A= (2yz,—x“y,Inxyz). Sol. V A—X+y+z, VXA—yl X]+Xk
2. Siendo A = (2yz,—x%y,xz?) y ¢ = 2x?yz3, hallar V$,V-A,VxA V-

(Vd),V(V-A)

Sol. Vo = (4xyz3,2x%23,62x%yz2), V- A = —x? + 2xz,Vx A = (0,2y — z3, —2xy —
22),V - (V) = 4yz3 + 12x%yz,V(V - A) = (—2x — 22,0, 2x)

3.

Dado el campo escalar ¢(x,y,z) = x?yz + 3x2, calcular su gradiente, la
divergencia del gradiente y el rotacional del gradiente. Sol. V- (V) =
2yz+6, Vx(Vp) =0

Calcular V-r/r, dado, r = (x,y,2),r = \/x?> + y? + z2. Sol. %

Determinar si el campo vectorial F = r/r?2, es

Irrotacional. Sol. EI campo vectorial es irrotacional en todos los puntos
(porque V - F siempre es cero), excepto en el origen. EI campo no esta
definido en el origen.

solenoidal. Sol. Como el valor de V-F no es cero, el campo no es
solenoidal.

Dado r = (2y,4z,x%z?%), calcular V- r y Vxr en el punto P(0,1,2). Sol. V-
r=0,Vxr=—4i—xz%— 2k

Si a es un vector constante, demostrar: Vx (axr) = 2a. Sol. 2a,i + 2a,j +
2azk = 2a

Determinar el valor de la constante k para el cual el rotacional del campo
vectorial,

y X

F=- i+ j
Jx2 +y? \/x2+y2]

es positivo. Sol. El rotacional es positivo siy solo si k < 2
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b. negativo. Sol. El rotacional es negativo si y solo si k > 2

c. un vector nulo, Sol. El rotacional es negativo siy solo si k = 2

9. SiA = (2zy,—x?%y,xz?) y f = xyz, demostrar que (A - V)f = A - (Vf).

10. Determinar los valores de a, b y ¢ de manera que el campo vectorial de:
A=—-(Bx—y+az)i
+(bx+ 2y +2)j+ (x+cy—2z)k, sea irrotacional. Sol. a=1, b=
—1,c=1.

11.Demostrar que V- (VfxVg) =0.

12.Demostrar que V- Vo = Ad, y demostrar que ¢(r) = 1/r es una soluciéon

de la ecuacion de Laplace A =0
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Integral multiple de funciones multivariables

El estudio del célculo de integrales multiples en funciones de varias variables
contribuye a una amplia gama de campos de las ciencias y la ingenieria,
pudiéndose citar a manera ejemplos: en la Fisica el célculo de integrales
multiples se utiliza para calcular las fuerzas y momentos que actian sobre un
cuerpo, el campo gravitacional, el campo eléctrico los fenémenos sobre el flujo
de fluidos, la propagacién de ondas y la difusién de calor; en la Quimica, se
emplea en el calculo del potencial quimico, la energia libre y la entalpia, asi como
el modelamiento de fendmenos quimicos como la reaccion quimica y la
absorcién de energia; en Biologia, se utiliza para calcular fenbmenos como el
flujo sanguineo, la difusion de oxigeno y la distribucion de nutrientes, o en su
efecto para modelar fendmenos biolégicos como el crecimiento celular y la

propagacion de enfermedades, entre otros campos.

En conclusién, el estudio del calculo de integrales multiples proporciona a los
cientificos e ingenieros las herramientas necesarias para resolver problemas
complejos en una amplia gama de campos de las ciencias y la ingenieria que
van desde el modelamiento de fendmenos fisicos y quimicos, la simulacion de
sistemas complejos, el analisis de datos experimentales, entre otras

aplicaciones.
Prerrequisitos para abordar este tema

Para abordar el estudio de las integrales multiples en el calculo multivariado, es

importante tener una comprension solida de los siguientes temas:

e Estar familiarizado con el calculo diferencial e integral de funciones de una
a varias variables aplicadas en limites, derivadas, integrales definidas e
indefinidas, etc.

e Tener conocimiento basico de ciertos fendmenos de Fisica, Quimica,
Biologia, etc., con el fin de poder aplicar e interpretar los resultados de

problemas con integrales multiples.
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e Comprender los cambios entre los sistemas de coordenadas cartesianas,

polares y coordenadas cilindricas y esféricas, ya que se utilizan para
describir posiciones en el espacio.

e Manejo de herramientas de software matematico (Wolfram Mathematica,
MATLAB, Python, etc.) para realizar calculos y visualizaciones de ciertos

modelos matematicos.

4.1. Introduccion

El concepto de operacion de la integral de una funcion con una variable visto en
un curso regular de célculo se puede ampliar al caso de estudio de integrales de
funciones en varias variables mediante la integraciéon iterativa que permita
integrar la funcibn como si fuese de una variable mientras se mantienen

constantes las otras.

En este apartado se explica el concepto de integral mdiltiple como una
generalizacion de la integral definida de una variable a funciones de dos o mas
variables respectivamente, también se consideran aplicaciones mas generales
con integracion para calcular el volumen, la masa y el centroide de una region,
ademas, se analiza el uso de otros sistemas de coordenadas (como
coordenadas polares, cilindricas y esféricas) para simplificar el calculo de

integrales maltiples sobre ciertos tipos de regiones y funciones.

4.2. Integrales multiples sobre regiones rectangulares
4.2.1.Integrales dobles

Si f(x,y) es una funcién continua sobre [a, b] X [c, d], entonces para cada x fijo

en [a, b], la funcion f(x, y) resulta continua y acotada en [c, d], es decir,
R?=[a,b] X[c,d] ={(x,y) ER? Ja<x<hc<y<d}

Por tanto, si subdividimos R en rectangulos mas pequefios subdividiendo

simultaneamente los intervalos [a, b] y [c, d]:
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a=xyg <X <Xp.Xi_q <Xm1 < Xpm=Db,

C=Y0 <Y1 <Y2V¥jo1 <Yn-1 <X =d
Figura 64
Region que define una integral doble

Y
yp=d 1
y,..._
J Rij
YirT
Yo=C 1=
X
—t—— —t+— :
Xy=a Xi1 X; Xm=b

Nota: Autor (2024)

Si se establece que R;; denote el subrectangulo en la posicion (i, j), se observa

que:

Hay mn subrectangulos totales R;;.
El area de Rl] es AAI] = AXlAy] = (Xi — Xi_l)(y]' - Yj—l)

Eligiendo un punto muestral (x*,y*) en cada R;;, construimos la suma de
Riemann
m m n

f(x", y*)AA; = Z F(x", y*)Ax;Ax;
=1 i=1 j:

n
=1

1

[y

Sea la funcién f(x,y) definida en una region cerrada y acotada R;;, en el plano

xy, entonces se da la Integral doble de f(x,y) sobre R.

”})i”m()Zﬂ:l f(x, yi)AAy = [f; f(x,y) siempre que exista el limite

Si el limite existe, entonces es integrables sobre R;;, téngase en cuenta que la
definicion anterior considera el rectangulo de la region R;;, y, por tanto, se

establece que:
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1. Laregion R;; puede ser otras regiones no rectangulares.

2. La particion bidimensional AA;; puede contener otras areas pequeiias,

como triangulos.
3. Ellimite se toma a medida que se acerca el area de particion mas grande
a cero.

e Propiedades de los integrales dobles

Considerando que las funciones f(x,y) y g(x,y) son integrables sobre la regién
rectangular R, asi como en las subregiones Sy T, y que m y M son escalares,
se tienen las siguientes propiedades algebraicas que son utiles en calculos y

aplicaciones.

1. Sic es una constante, entonces f(x,y) es integrable:

.UR cf(x,y) dA = C-f-fR f(x,y) dA

2. Lasumay diferencia de f(x,y) y g(x,y) son integrables:

ffR [f(xy) £ g(x,y)]dA = HR f(x,y) dA + ffR g(x,y) dA

3. Lafuncidn f(x,y) y g(x,y) son integrables para un dominio establecido:

a.ﬂ. f(x,y)dA = 0sif(x,y) =0
R

b. ﬂR f(x,y)dA > UR g(x,y)dA, sif(x,y) =gxy)

4. Sim<f(x,y) <MyA(R) = el area de R, entonces,

m-AR) < ff f(x,y) dA < M - AR)
R

5. En el caso donde f(x,y) puede ser expresado como factores de una
funcion g(x) solo de x y una funcion h(x) solo de y, sobre una region dada
por R ={(x,y) /a<x<Db,c<y<d}, laintegral doble puede ser escrita

como,
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b d
Il f(x.y)dA=(f g(x)dx>( [ h(y)dy)
R a [¢

Ejemplo 4.1 Si (x,y) = k (constante), evaluar [f, f(x,y)dA

Solucidn. La grafica de z = k es un plano horizontal (paralelo al plano xy). Por
tanto, la region entre la graficay R es un sélido rectangular

De este modo [f, f(x,y) dA = Alturax dreaR = Ka
Ejemplo 4.2 Sif(x,y) = 2 — x, evaluar ffR f(x,y)dA enR = [0,2] x [0,3]

Solucion. La gréfica de z = 2 — x es un plano paralelo al eje y.

Por tanto, la region entre la gréfica y R es un prisma triangular

ffR (2-x)dA = (%) 2)(2)3) =6

Figura 65

Integral doble sobre una region

Nota: Autor (2024)
Ejemplo 4.3. Si f(x,y) =2—x*-y? evaluar [, f(x,y)dAenR =[-1,1] x
[-1,1]

Solucién. La gréafica de z = 2 —x%? — y? es un paraboloide con apertura hacia

abajo.

Para lo cual, primero se trata en determinar el area de una seccion transversal

de la tienda perpendicular al eje y, o sea,
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3

! X x=1
A(y)=f_1(2—x2—yz)dx=Zx—?—xyzx=_1
1 1 10
(o2 _ 2\ (o2t o2
Aw‘(‘z 3 y) ( 2+3+y> 3 7%

El valor de la integral doble es, por tanto,

x=1 _16

flA()d —fl(lo 22>d—10 2y
L AWEE ] BT )Y YT k=173

4.2.2.Integrales iteradas y el Teorema de Fubini

El Teorema de Fubini nos proporciona la condicién en gue las integrales dobles

siempre se pueden expresar como integrales iteradas, por lo que,

Teorema. Si f(x,y) es integrable en la region [a, b] X [c, d] entonces,

ffR fx,y)dA = Lb Ldf(x, y) dydx = j;d Lbf(x, y) dxdy

Es decir, para funciones continuas sobre un rectangulo del plano el teorema de

integracion de Fubini bajo el signo integral, verifica que:

Lb <Ld f(x,y)dy> dx = ch (Lb f(x,y)dx> dy

Observaciones
Las integrales iteradas siempre se evaluan de adentro hacia afuera.

Debe observarse que el teorema de Fubini nos dice que el orden de integracion

no importa.

Ademas, todas las funciones continuas son necesariamente integrables, de

modo que el teorema de Fubini se aplica automaticamente a sus integrales.
Ejemplo 4.4. SiR = [0,1t/2] x [0, 7], evaluar ffR cos(x + 2y) dA

Solucién. A partir del teorema de Fubini, se obtiene,

m/2 T
ff cos(x + 2y) dA = f f cos(x + 2y) dydx
R 0 0
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™/2 (sen(x + 2m) — sen(x)
[

— 1 /2
ill _ g ) dx = Ef (sen(x + 2m) —sen(x)) dx = 0
0

Ejemplo 4.5. SiR = [-1,2] x [1,3], evaluar [f, (x*y + x +y)dA

Solucion. Aplicando el teorema de Fubini, se obtiene,

2 3
ff (x2y+x+y)dA=f f(x2y+x+y)dydx
R 1)1

- dx == 4x2 + 2 4)dx =
jo (2+xy+2y:1>x ZJ(; (4x? 4 2x + 4) dx

—(32+4+8) <4+1 4)—27
=3 3 =

Una funcion f(x, y) se llama separable si f(x,y) = g(x)h(y), y por tanto, en este

caso,

fa b j Fx,y) dydx = f ’ < f e h(y)dy> dx

fa e ( f dh(y)dy) dx = ( j dh(y)dy) ( f ) dy)

Es decir, la integral doble es simplemente el producto de dos integrales de una

sola variable.

Esto puede simplificar algunos calculos de integrales dobles.
Ejemplo 4.6. Evaluar [[, x*e¥dA, siR = [-1,1] x [0,2],

Solucién. Aplicando el teorema de Fubini, se obtiene,

1,2 1 2
ff XzeydAZf fxzeydydxzf x2 dx.f e¥ dy
R -1Jo -1 0

BN O -te-n

1
Aunque el orden de integracién en una integral iterada no importa en principio,

1

en la practica puede ser bastante importante.
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Ejemplo 4.7. Evaluar la integral iterada f, [’ xye*"Y dydx

Solucion. Si procedemos a resolver directamente, por ejemplo, mediante

integracion por partes en y, encontramos que

12 1(2x2 = 1)e* + 1
f j xyexzy dydx=j ( )3 dx
0o Jo 0 x

Lo que nos condujo a una integral bastante dificil que puede evaluarse usando

series de potencias, sin embargo, dado que el integrando es una funcién

continua, el teorema de Fubini, sin embargo, garantiza que,

1 (2 2 1
ff xye*VdA = f f xye*"Y dydx = f f xye*’ dxdy, con R = [-1,1] x [0,2]
R 0 Jo o Jo

Donde al invertir el orden de integracion y la sustitucion u = x2y (en x), se

obtiene,

2 1 1 2 _ 1 2 82 -3
x%y S xzy|x =1 :_f y_ =
Lfoxye dxdy 2,[0 (e |x:0)dy 2], (e¥—1)dy 5

Ejemplo 4.8. Evaluar la siguiente integral iterada f03 f_ll (x2y? — 2y)dxdy

Solucién. Se observa que la funcion f(x,y) = x?y? — 2y es continua en R =
[—1,1] x [0,3]. Luego, desde el teorema Fubini, la integrabilidad de una funcion

definida por una integral,

3 1 3 1
f f (x?y? — 2y)dx dy = f < f (xzyz—Zy)dX>dy
0 -1 0 -1
31 . 32
— Zx3y2 — 2 dv = —v2 —4v)d
3KV~ 2xy y 3V° —4y)dy
0 0
2 y=3
—[= 3_2 2)
(9y y

=-12
Ejemplo 4.9. Evaluar la siguiente integral iterada f_”n f01 y cos(xy)dxdy

x=-1

y=0

Solucién. Se observa que la funcién f(x,y) = y cos(xy) es continua en R =
[0,1] X [-m, ]. Luego, desde el teorema Fubini, la integrabilidad de la funcion

definida tendr& por integral,
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f:r fol ycos(xy)dx dy = f:r <f01 ycos (xy)dx) dy

x=1

cos y|3’=" — 0

VA 1
= f sen (xy) dy = f seny dy = —
—TT -1

x=0 1 y=-m

4.2.3.Aplicaciones de los integrales dobles

Las integrales dobles son muy Utiles para calcular el area y volumen sobre una
region delimitada por curvas de funciones, presentandose varios casos como

siguen.

Si la region tiene forma rectangular, podemos encontrar su area integrando la

funcion constante f(x,y) = 1 sobre la regién R, o sea, la region R esta dada por,

A(R) = [f, 1dA

Esta definicion tiene sentido porque usar f(x,y) =1 y evaluar la integral la
convierte en un producto de largo y ancho.

Ejemplo 4.10. Encuentre el area de la region R={(x,y)[0 <x<3,0<y < 2}

usando una integral doble, es decir, integrando f(x,y) = 1 sobre la region R.

1 x=3
Solucién. Sead = [f, 1dA= [} [’ 1-dxdy =f 2 dy = [ 3dy =

3y|Y=2
2y =6
1 y=0

Siguiendo esta misma metodologia sobre el uso de las integrales dobles para
encontrar el area, el volumen de un sdlido acotado arriba por una funcién

f(x,y) = 0 sobre una regién R siempre que f(x,y) = 0 para todo (x,y) en R, se

define por, V(R) = [, f(x,y)dA

Ejemplo 4.11. Calcular el volumen V del sélido S que estad acotado por el
paraboloide eliptico 2x2? + y2 + z = 27, los planos x = 3, y = 3, y, los tres planos

coordenados.

Solucion. Se determina el volumen del paraboloide eliptico 2x% +y2?+z =
27 sobre la regién definida por R = [0,3] x [0,3], y reescribiendo z = 27 — 2x? —

y?2, se obtiene,
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V(R) = Jf f(x,y)dA = J: J: (27 — 2x% — y?)dxdy

1
2
= f (27x —=x3 - xyz)
3
0

Ejemplo 4.12. Calcular el volumen V del sélido S que esta acotado por el cilindro

x=3

2 63y —y3)|' ™
dy:f (63_y2)dy:w
0 0

=162 u?
1 u

parabdlico z + y? = 4, el plano x = 3, y, los tres planos coordenados.

Solucion. Se determina el volumen del cilindro parabdlico z = 4 — y? sobre la

region definida por R = [0,3] x [0,2], se obtiene,

V(R) =H f(x,y)dA =J02 f: (4 — y*)dxdy
R

1
| x4 =y?)
B 1
0

Ejemplo 4.13. Calcular el volumen de la region acotada arriba por el paraboloide

x=3 y=2
=16u3

¥=0

2 y3
dy = SJ 34 —y¥)dy = 3<4y—?>
0

x=0

eliptico z z = 10 + x2 + 3y? y abajo por el rectangulo R = {(x,)|0 < x < 1,0 <
y <2}

Solucion. El volumen viene dado por la integral doble siguiente:

1 2
V(R) = ff(lO + x2 + 3y2)dA = f f (10 + x2 + 3y?)dydx
o Jo
R

y=2 x=2

1 53
dx=2f (10+x2+4)dx:2<10x—?+4x>
0

1

y=0 x=0

1
j (10y + x*y + y?)
0

4.2.4.Calculo de integrales dobles impropias

En algunos problemas del calculo multivariado ocurre que uno o ambos rangos
de integracion son infinitos, para lo cual simplemente se tratan dichas integrales
como integrales impropias, tal como se aprendio con las funciones de variable

real.
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Ejemplo 4.14. Hallar [f, ==

dA,donde Reseltridngulo0 <y =>x,0<x<m

P

Solucidn. Al resolver de manera directa se observa que no es posible debido a
la integral indefinida, por lo cual empleando la integral iterada y el teorema de

Fubini, se tiene,

g
™ Msenx ysen x|y=% T — COS X|X=T
dydx = | dx = | senxdx = =2

Ejemplo 4.15. Hallar [f, e"®**¥)dA, donde R es franja seminfinitax > 0,0 <y <

1
Solucién. Resolviendo la integracion doble iterada mediante el teorema de

Fubini, se tiene,

o A1 o] 1
f f e~ dydx = f e *dx f e ™Y dy
o Jo 0 0

donde hemos tomado el factor e™*, que es independiente de y, de la integral

interna. La integral interna se convierte en

1 _e—y y=1
f e Ydy = =1-e¢l
0 1 y=0
b _a—X x=b
=(1—-e1 lim f e ¥dx=(1—-e1) lim =(1l—-e1-1=1-¢"1
b—oo 0 b—oo x=0

X

2
7 dA, donde R es franja seminfinitay > 00,0 <x <3

Ejemplo 4.16. Hallar ff,

Solucién. Resolviendo la integracion doble iterada mediante el teorema de

Fubini, se tiene,

3 [, xz “ b xz
dydx = li dy |d
[ o= [ (o[ o)

La integral interna se convierte en:

@ b 1 1 1 y=b
x2<limf 2dy)dxzf x2<lim > )dx

) boo o 1+7y 0 boo 1+ y=l,
le) 9
x=0 2
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4.3. Integrales dobles en coordenadas polares

4.3.1.Regiones de integracion en rectangulos polares

Ciertas integrales dobles resultan faciles resolverlas al cambiar las coordenadas
rectangulares por su equivalente a polares, en especial cuando contamos con
regiones circulares, es decir, cuando aparecen funciones de la forma: f(x,y) =
x? +y%. Como sabemos la relacion entre las coordenadas polares y las

coordenadas cartesianas estan dadas por las siguientes relaciones.
x=rcosf, y=rsen, r’=x%>+y%tanf =y/x

Donde la region constituida por todos los puntos (x,y) = (r cos 6,r sen 0) que
satisfacen las condiciones 0 < g;(8) <r<g,(0),a < (B—a) <2m. Sig, y g, SO
funciones continuas en [a, ] y f es una funcién continua en la region R entonces

se tiene:

g1

B 9
f f(x,y)dA = f f f(rcos6,rsen@)r drdd
R a

Ejemplo 4.17. Evaluar la integral [f, (3x + 4y*)dA, donde R es la region en el

semiplano superior acotado por los circulos x> + y2 =1y x2 +y%? =4

Solucién. La region R se puede describir como R ={(x,y) ER?/y >0, 1<

x% +y? <4}

Figura 66

Area de la corona circular

Nota: Autor (2024)

Que corresponde a la mitad del anillo mostrado en la figura que en coordenadas

polares estadad por: 1 <r<2 y 0<6 <m, por lo tanto, la integral es igual a:
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T 2
ff (3x + 4y?)dA = f f (3rcos 0 + 4r?sen?0)r drd6
)/ 0o J1

r=1

)de
r=1

w 15 15 =m\ 15
f 7cos0+—(1—cos20)|= 7cose+—(9—sen26)| =—T
0 2 2 8=0

T 2 " r3 cos 0 + r*sen?0
f f (3r? cos 8 + 4r3sen?0)drdd =
0o )1 . 1

2

Ejemplo 4.18. Mediante coordenadas polares se pide determinar el valor de la

integral:
2

2 8—x 1
————dyd
LJX 5+xZ+yZ oo

Solucién. De los limites de variable real de las integrales, estos expresan la
region R de la siguiente forma: x <y <v8—x%2 y 0 <x <2, que, al pasar a

coordenadas polares, se obtiene 0 <r <8 y m/4 <0 <m/2, con lo cual,

V8—x2 1 /2 V8 1 1 /2 V8 2r
————dydx = drdf = = drdf
f f 5+ x2+y2 yex= f fo 5+r2 4 zf/4 o St+r? r

T

r=V8 1 n/2 T 13

9=§(ln13—ln5)f do = —In—

1fn/2 In(s + r?)
/a4 8 5

2

/4 1

Ejemplo 4.19. Hallar el volumen del sélido que esta bajo el hemisferio z =
\J1—x2% — y2 sobre la regién acotada por la cénica x> + y2 —y =0

Soluciéon. El volumen correspondiente a la funcion z y restriccion dada,

corresponde a,

/2 rsen@
=fff(x,y)dA=ff 1—x2—y2dA:f f (1 =722 drde
- s 0 0

/2 1 2 /2
Zf R "% 4p = —f [1— (1 - sen?6)3/2]d6

0 3 3 0
2 (M2 2 1 o=n/2 w4
- 1— 1— 2n0\1/2 — _( _ - 3 ) —_— _ _
3f0 [1 - cos@ (1 —sen?8)1/2]do 3 0 sen0+35en 0 e 375
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4.3.2.Regiones polares generales de integracion

Para evaluar la integral doble de una funciéon continua mediante integrales
iteradas sobre regiones polares generales, se parte en disponer de la funcion de
forma polar, o sea, r = f(6), por lo cual si se describe una regién polar general
como R = {(r,0) a <6 < B, h(6) <r <h,(®)}, donde f(r,0) es continua en la

region polar general, luego, se obtiene,

0=p ~r=h,(0)
J.f(r, 0) rdrdd = j f f(r,0)r drd@
0=a Jr=h,(0)

Ejercicio 4.20. Mediante coordenada polar, evaluar la integral f; f12(3x + 4y? )dA

Solucién. Haciendo las conversiones de cartesianas a polares, se obtiene,

T 2 T 2
f J (Bx + 4y2?)dA = J f (3r cos 6+ 4r2 sen? O)rdrd6
0o J1 0o J1
T 2 T 2 2
f f (3r2cos 6 + 4r3 sen? 6)drd6=f [3Cos 6[ r2dr + 4Sen? Of r3dr] do
0 J1 0 1 1

T r3 r4 r=2
f (3 (—) cos 6+ 4 (—) sen?0 ) doe
0 3 4‘ r=1

= f ((22 = 1%)cos O+ (2* — 1*)sen?0) dO
0

m 15 O=n
f (7cosB + 155en?0)d6 = <7sen 0+ > (1—cos?2 9)| >
0 6=0

15 157
= 7senn+7(n-Cos 21) =—

Ejercicio 4.21. Evaluar la integral [f, xy dAdonde R es la regién del primer

cuadrante comprendida entre los circulos x2 + y? = 4, x? + y? = 25.

Solucion. Al tratar de evaluar la integral en coordenadas rectangulares esta se

tiene que dividir en dos cuyos limites de integracion dado por:

R1={(x,y)ER2/OSxS2, '\/4-—x2SyS /25_x2}
R,={(x,y) ER?/2<x<5 0<y<+25—x2}
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Por tanto, los limites de integracion en coordenadas polares son: 2 <r < 5,0 <
6<m/2

Realizando los cambios de coordenadas cartesianas a polares, se obtiene:

Figura 67

Integral doble mediante coordenada polar

Nota: Autor (2024)

Realizando los cambios de coordenadas cartesianas a polares, se obtiene:

O=m/2 ,r=5
ff xydA = f f (rcos8)(rsen@)rdrdf
B 6 r=2

=0

6=m/2 r=5
=j (cos@sen@)d@j ridr
9

=0 r=2
r\|T (72 625 16\ (/2
— f (cosOsenB)dd = (— — —) f (cos 0 sen8)do
4 r=270 4 47 J
609 [T/2 609 (sen?0\|°"™* 609
—_— (2cosB@senB)dd = — =—
8 Jy 8 1 P 8

Ejercicio 4.22. Calcular el volumen del sdlido bajo el paraboloide z = 4 — x? —

y2 y por encima del disco (x — 1)? + y? = 1, en el plano xy.

Solucion. De las funciones dadas, se establece los limites de integracion en R

como sigue:

Se transforma la expresion (x — 1)? + y? = 1 en coordenadas polares, se tiene,

r = 2cos0
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Se puede escribir la region acotada del sélidoporR = {(r,0) /0 <8 <m 0<r<
2cosB

Por lo tanto, el volumen del sélido delimitado arriba por el paraboloide.

O=m ,~r=2cosHO 0=m 1‘4
ﬂ(é}—xz—yz)dA:j j (4—r2)drdG=J <2r2——>
) 0=0 Jr=0 0=0 4

0= 0=
1 29 _ 4 _ (8,5 _ 3 AL
(8 cos?0 —4cos*0)do + =senBcosO —senBcos>0 u

4o, 2 72 oo 2

r=2cos6

de

r=0

Figura 68

Volumen mediante coordenada polar

(x—-12+y2=1

Nota: Autor (2024)

Ejercicio 4.23. Calcular el volumen de la region que se halla bajo el paraboloide
z = x% + y? y por encima del triangulo delimitado por las rectas y = x,x =0, y

x +y = 2 en el plano xy

Solucioén. De las funciones dadas, se establece los limites de integracion en R

como sigue:

Se convierten las rectas y = x,x = 0, y x + y = 2 en coordenadas polares, con

lo cual se obtiene, 0 = /4,
0 =mn/2,r=2/(senB + cos 8), y la ecuacion de superficie z = x? + y2 = r?

Esto nos conduce a definir la region acotada del sélido por: R = {(r,0) / n/4 <
0<m/2, 0<r<2/(senf + cosB)
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Por lo tanto, el volumen del sélido delimitado por la siguiente integral doble,

9=% r=2/(sen6+cos )
f r3drd6

f(x2+y2)dA=f9 .

[ (%)

Figura 69

r=0

r=2/(sen8+cos 0) o=l

=4[ PtV ap =t
~ " Jo_m \sen6 + cos @ -3t

7

r=0

Volumen mediante coordenada polar

Nota: Autor (2024)

4.4. Integrales triples

4.4.1.Integrales triples sobre unaregion acotada general

Ahora que sabemos como integrar en una region bidimensional, se analiza la
integracion en una region tridimensional. Usamos una integral doble para
integrar en una regiéon bidimensional, por lo que no deberia sorprendernos que
se emplee una integral triple para integrar en una region tridimensional. La

notacion para las integrales triples generales es,

j]-.! f(x,y,z)dV

Partiendo de manera simple al integrar sobre la caja definida por la region

espacial:

B = [a, b]x[c, d]x[r, s]
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Debe recordarse que cuando utilizamos esta notacion se lista las x primero, las

y segundo de y finalmente las z. La integral triple en este caso es,

s rd b
gf f(xy,2) dV=fr J; Lf(x,y,z)dxdydz

Debe tenerse en cuenta que aqui se esta integrando con respecto a x primero,
luego vy, y, finalmente z, pero de hecho no hay razén para las integrales en este
orden. Hay 6 érdenes diferentes posibles para hacer la integral y el orden en el
gue se realice la integral dependera de la funcién y del orden que sea mas facil.
Sin embargo, siempre debe obtenerse la misma respuesta independientemente

del orden.

Ejemplo 4.24. Sea laregion definida por E = [2,3]x[1,2]x[0,1], se pide determinar

el valor de la siguiente integral:

[ e

Solucién. Recordando que el orden de integracion no importa, se usara un orden

diferente al mencionado anteriormente, luego se obtiene,

2 3 (1 2 (3 4xyzz z
f j j 8xyz dV = j J J 8xyz dxdydz = j J
2 1 J2 Jo 1 /2 1 2=0
2 (3 2 (2x2y x=3 2 y2
f f4xydxdy=f dyzf 10ydy = 5(=
1 /2 1 1 1 1

Ejemplo 4.25. Sea la region definida por E = [2,3]x[—1,4]x[0,1], se pide

=1
dxdy

y=2
=15
y=1

X=2

determinar el valor de la siguiente integral:

g (4x2y — z3)dV

Solucion. Integrando en el orden dado y recordando que al igual que con las
integrales dobles, comenzamos con la integral "interior" y trabajando hacia

afuera, se obtiene,
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fﬂ(élxzy —z3)dv
E
3 4 (0 2 (3 74
=ff f(4x2y—z3)dzdydx=f f <4x2yz——>
2 J-1J1 1 J2 4
2 r3 2 y=4
1 1
ff(——élxzy)dydx:f (—y—szyz) dx
1 2 4 1 4 y=-1

2 (5 , 1 A 755
f(——SOx)dx=5<—x—2x) = ——
; \4 4

z=0
dydx
Z

=1

X=2 4

Ejemplo 4.26. Evaluar la integral: [ff; 6z* dV donde E es la regién debajo del

plano 4x + y + 2z = 0 en el primer octante.

Solucidn. Para este problema, la region E es solo la region que esta debajo del
plano 4x + y + 2z = 0 en el primer octante, en otras palabras, la gréfica del plano
de arriba es exactamente la parte superior de la region E. La parte inferior de la
region es el plano x y, mientras que los lados son simplemente los planos yz y
xz, esto nos da el siguiente limite, 0 <z < 5—2x —y/2, con estos limites se

obtiene la integral triple de la siguiente manera,

[ v = [ ([ e )

Los limites de la integral doble sobre D se definen R = {(x,y)/0<x <5/2,0 <
y <10 — 4x

Con estos limites aplicados en la integral doble, se obtiene,

% 10-4x 5-2x-% % 10-4x (,3)
jﬂ 6z2dV = f j .[ 6z2 dzdydx =J .[
J 0 Jo 0 0 Jo 1

5

5 qo-
.[02.[010 4xZ(S—2)(—%)3dydx=—j2(5—2x—%)4

0

5—2x—%
dydx =

0

10—4x

dx

1 (5= 2x)5*"?

5
2

)y =
fo(s 204 = =
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Ejemplo 4.27. Evaluar la integral: [ff, v3x? +3z2dVdonde E es el sélido

limitado por y = 2x2 + 2z% y el plano y = 8.

Solucidon. Como la region no tiene la componente y, se puede considerar a z en
vez de y en las férmulas, lo cual nos conduce a la formula, x? + z? = r2, con lo
cual se logra los siguientes limites de integracion: 2x? + 2z2 <y < 8, que al
cambiar a coordenadas polares, se obtiene, 0 <r < 2,0 <6 <2m, luego, la

integral es entonces,

8

v 3x? + 3z2 dy> dA

x2+22

j}ﬂJWdeﬂ(

V32 + 322
ﬂ% dA = ﬂ J3x2 + 322 (8 — (222 + 222)) dA
D X% +7°2 D

A fin de simplificar el calculo, se transforma la integral doble en coordenadas

polares,

H V3x% + 322 (8 — (2x% + 222)) dA = f] V3 (8r —2r3) dA

D D

Ademas, la region acotada del sélido correspondea R = {(r,0) /0 <6 < 2m, 0 <

r<?
2T 2 2m /g3 9 2

\/§f j(8r—2r3)rdrd6=\/§J ——=r°]| do
o Jo 0 3 5 0
2m 128 2563

@f 5 do=—g

4.4.2.Integrales triples en coordenadas cilindricas

En algunas ocasiones resulta conveniente transformar las integrales triples
expresadas en coordenadas cartesianas a su equivalente en coordenadas
cilindricas. Recordando que las coordenadas cilindricas en realidad no son mas
gue una extension de las coordenadas polares en tres dimensiones. Las

siguientes son las formulas de conversion para coordenadas cilindricas.
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X=rcos0,y=rsenf,z=z

Para hacer la integral en coordenadas cilindricas, se necesita conocer que dV se
expresara en términos de coordenadas cilindricas, por tanto, se establece
dV =r dzdrd6

La region, E, sobre la cual se realiza la integracion se convierte en,
E={(xy,2z)/(x,y) €Du;(xy) <z <u,(xYy)}, es decir,

E={(06,2)/a <06 <Bh;(0) <r<h,(0),u;(rcosd,rsend) <z

< uy(rcos0,rsend)}

En resumen, en términos de coordenadas cilindricas, una integral triple es de la

forma;

B +h;(8) ~u,(rcos6,rseno)
ff f(x,y,z)def f f rf(rcos0,rsen®,z)dzdr do
& a Jh;(8) Ju;(rcosB,rsen®)

Ejemplo 4.28. Evaluar [[f, y dV donde E es la regién que se encuentra debajo

del plano z=x+ 2 y por encima del plano xy y entre los cilindros x? + y? =

1y x?2+y?=4

Solucién. Se inicia por definir el rango de z en términos de coordenadas

cilindricas, o sea,
0<z<x+4+2,0sea,0<z<rcos6+2

Se observa que el cuerpo se ubica por encima del plano xy y por lo tanto por

encima del plano z = 0, a continuacion, la regién D es la region entre x2 + y? =

IA

1 y x? +y? = 4, lo que nos permite definir la siguiente region 1 <r <2,0 <46

21, cuya integral sera:

2T 2 ,rcos6+42 2T 2
fffde:f f f (rcosB)rdzdrdsz frzcose(rcose+2)drd9
a o J1Jo o N1

2

de

21 2 1 2T 1 2
f J (—r3 sen(20) + 2r? cos 9) drde = J (—r4 sen(20) + =r3sen 6)
o J1\2 o \8 3 1
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fzn(ls (20) + e)de—( 15 os(20) — & e)
. 8 sen 3 Sen = 16 CoS 3 COoS

2m

=0

0
Ejemplo 4.29. Evaluar [[f; 4xy dV, con E acotada por z = 2x* + 2y* =7y z =1

Solucién. Se inicia por definir el rango de z en términos de coordenadas

cilindricas, o sea, 2x2 +2y? —7 <z<1l,0sea2r’—-7<z<1

Figura 70
Volumen mediante coordenada polar

Nota: Autor (2024)

Para este problema, D es el disco que “tapa” la regién el cuerpo, y cuya ecuacion
se obtiene igualando las dos ecuaciones del enunciado del problema, es decir,
si D es el disco x? + y2 < 4y usando coordenadas cilindricas para esta integral,
se tiene los siguientes limites para este problema, 0 <r <2,0< 60 < 2m, 2r? —
7 <z < 1,donde, al conectar estos limites a la integral y convertirlos a

coordenadas cilindricas se obtiene,

21 ;2 1
fff 4xde=f f f 4(rcos0)(rsen®)rdzdrdo
A 0 0 J2rz-7

2m 2 1 21 2 7(4r3 sen O cos 0)
f f f 413 senBcos6 dzdrdezf f
0 0 J2r2-7 0 0 1

2 2T

J sen B cos0do6
1Jo

1
dr do

2r2-7

2T 2 4
f f 4r3(8 — 2r?)senBcos O drdo = (8r4 - §r6)
o Jo

21
=0
0

128 (2" 64 [T 32
— sen B cosHdo =—j 2senBcos0de = (——cos(ze))
3 ), 3 ), 3
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Ejemplo 4.30. Evaluar [ff, e™*"~*°dV, donde E es la regién entre los dos

cilindrosx2 +z2 =4y x?+z2=4,con1<y<5yz<0

Solucién. Las funciones x? + z2 = 4 y x? + z? = 9 se definen como cilindros de
radio 2 y 3 en su orden, los cuales estan centrados enelejey. Elrango 1 <y <
5 nos dice que solo tendremos los cilindros en este rango de y. Finalmente el
semiplano z < 0 nos dice que solo nos quedara la mitad inferior de cada uno de

los cilindros, luego se obtiene,

Figura 71

Volumen mediante coordenada polar

Nota: Autor (2024)

El plano frontal de E es solo la porcion del plano y = 5 que cubre el frente y el
plano posterior de E es la porcion del plano y = 1 que cubre la parte posterior de
la region, entonces, segun la gréafica, primero se necesita integrar con respecto
ay. En este caso, esto es aln mas facil porque tanto la parte posterior como la
anterior de las superficies son solo los planos y =5 y y = 1 respectivamente.

Eso significa que los limitesdey son, 1 <y <5

Luego, se puede describir facilmente el anillo en términos de r y 6, por lo que se

pueden resumir las coordenadas cilindricas para este problema como sigue,
m<0<2m 2<r<3 1<y<5

Al vincular estos limites con la integral y convertirlos a coordenadas cilindricas

se obtiene,
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21 3 (5 21 3..,-12
2_,2 2 re
fﬂe‘x —Z dV=j f f‘re‘r dzdrd6=J f
o T 2 J1 T 2 1

2T 2 , 2ne—r2 3
4.f fre_r drd6=—2f
T 0 T 1

2

5
dr do
1

27
de = 2.[ (e * —e79)do
s

21T

—(8_4 —¢?) 8] =2m(e™*—e79)

2
1

T

4.4 3.Integrales triples en coordenadas esféricas

En la seccion anterior se considero las integrales en términos de coordenadas
cilindricas, ahora se busca resolver de manera simplificada ejercicios de
integrales multiples en términos de coordenadas esféricas, para lo cual,
partiendo de lo visto en cursos previos de célculo se llegé a las siguientes

férmulas de conversion para coordenadas esféricas:
x=psen@cosf, y=psengsenf, z=pcose, x*>+y*+z%=p?
Sujeta a las siguientes restricciones: p >0, 0<¢p <m

Donde por lo general las integrales se las restringe a la mitad de la esfera dada
por E. Esto significa que se debe tomar rangos para las variables de la siguiente

manera,
a<p<b a<O0<p §<p=<y

Con lo cual se obtiene como el diferencial de volumen de dV = p? cos ¢ dp d6 d¢

y por tanto la integral pasa a tomar la forma de:

04

Y (B b

jﬂf(x,y,z)dv=j f fp2sencpf(psempcose,psentpsene,pcoscp)dpdedcp
8 a

E

Ejemplo 4.31. Evaluar [ff, 16z dV, donde E es la mitad superior de la esfera
x2+y?+z2=1

Solucion. Como se considera la mitad superior de la esfera, los limites de las

variables son:
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0<p<1, 0<6<2m 0<q@<m/2

Luego, se obtiene,

/2 (2T 1

fff16de=f f fpzsen(p(16pcoscp)dpd9d(p
o Jo Jo

E

/2 21 1 m/2 (27
f f f 8p3sen(2¢p) dp do do = f f sen(2¢) d6 d¢
o Jo Jo o Jo

41 cos(2¢)

5
=2
> s

1

/2
411] sen(2@) dp = —
0

Ejemplo 4.32. Evaluar [ff, xzdV, donde E esta dentro de x* + y* + z* = 4y del

cono (apuntando hacia arriba) que forma un &ngulo de m/3 con el eje z negativo

y tiene x < 0.

Solucion. Primero, se debe elegir cuidadosamente los limites, donde la region
E es basicamente un cono invertido que se ha cortado por la mitad de modo que

solo queda la porcion con x < 0. Por lo tanto, se obtienen los siguientes limites:
0<p<2 w/2<60<3n/2, 2n/3<¢@ <m/2

Luego, se obtiene,

T 3m/2 2
jﬂxde=f f f (p cos @) (p sen @ cos 0) p? sen dp d6 do
5 2n/3YJm/2 0

b4 3n/2 (2
f f f p*cos @ sen? g cosOdp df do
2nt/3 /2 0

T 3m/2 T

32 64

?f f cos @ sen? ¢ cosOdpdfdp = —— cos @ sen? ¢ dO do
2m/3

/2 5 2m/3
64 sen® (@)|” B 8v3
15 2t 5

3

Ejemplo 4.33. Evaluar [ff, (x* +y?)dV, donde E es la porcién de la region

x2+y2+2z2=4cony >0
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Solucién. Ahora, dado que estamos integrando una porcién de una esfera de

radio 2, tiene sentido usar coordenadas esféricas para la integral y los limites
son,
0<p<2 0<60<m 0<¢p<m

Luego, se obtiene,

i T 2

ff (x2+y2)dV=f f f[(psengocos 0)? + (p sen ¢ sen 8)2] p? senp dp d6 do
o Jo Jo

E

Y3 s 2
f f f (p? sen? @ cos? @ + p? sen? psen? 0 ) p? senp dp d6 do
0o Jo Jo
T T 2
f f f p? sen? p(cos?0 +sen?0) p?senpdp db do
o Jo Jo

T T 2 T T
f f fp“ sen® @ dp df do =f f —p® sen3gp
o Jo Jo 0 Jo

L | 2 32 (® (™
—pd 3 - 3
fj p>sen@| dOde = sten @db do
0o Jo o 0 5 Jo Jo

2
do do
0

" 32 (™ 32 (™
do = = wsendpdp = 3 T sen’q sen pdg

f”32 0 sen3¢
0 0 0 0

5

T 128m

0 5

32 T 327 1
—nf (1 — cos?p) sen pdp = — (cos o — —cos3<p)
57 ), 5 3

Ejemplo 4.34. Evaluar [ff; x*dV, donde E es la porcién de la region entre las

funciones

x2+y?+2%2=36yz=—3x2+3y?

Solucion. Los limites para p y 8 corresponden simplemente al radio de la esfera
y a la cantidad de esfera que obtenemos al girar alrededor del eje z, sin embargo,
los limites para @ no estan dados explicitamente de ninguna manera, pero se
puede obtener de la ecuacion del cono. Primero, se conoce que, en términos de
coordenadas cilindricas, r =./x2+y2 y se conoce que, en términos de

coordenadas esféricas, r = pseng, luego, al convertir la ecuacién del cono a

coordenadas esféricas, se obtiene,

0<p<6, 0<60<2m S5um/6<@p<m
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Luego, se obtiene,

T 2w 6
fff x2dv = f f f [(p sen @ cos 6)? + (p? sen )] dp dO de
J sw/6J0 o

f f > sen® <pcos 29]°
0

3888 f fz’f ( sen (26) 2”)
sen3¢ do
51/6 2

7776m 3 7776m )
c f senp do = c J. sen“p sen pdo
51/6 51/6

77761 77761
f wsendpdp = f 7 (1 — cos?@) sen pdo
5 51/6 5 51/6

7776 2
do = f f sen3¢@ cos?0do do
517/6 70

3 8

7776n( 1 )
0 5

3
5

cos ¢ — 3 cos”g

m 7776n<2 3\/§>

Ejemplo 4.35. Evaluar la siguiente integral convirtiéndola primero a una integral

en coordenadas esféricas:

Vi—xZ [ \[7-x2-y2
f j f 18y dz dy dx

V1—x2 6x2+6y

Solucidn. De los limites de integracion, se obtiene,

—-1<x<0, V1—-x?2<y<+y1—x2%2, —\J7—x?2—-y2<2z<.7—-x?-y?
Que al convertir en coordenadas esféricas corresponden a,
0<p<V7, m/2<6<3m/2, 0<¢ <tan"'(1/V6) = 0.39

Lo anterior nos lleva a la siguiente integral en coordenadas esféricas,

0.39 ~3m/2 7

fﬂ 18y dV =f f J (18 p sen ¢ cos @) (p? sen @) dp d@ do
0 0

E

/2

0.39 (3m/2
= f f f (18p3 sen? p sen 8) dp dO do
0
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0.39 3m/2 g V7
= f J (—p“ sen? ¢ sen 9) do de
0 /2 2

0

441 0.39 ~3m/2
=— j (sen? ¢ sen 0)dO do

2 0 /2

T

441 J‘0'39 (sen? ¢ sen 9)
0

0.39
dp=| 0dp=0
5 1 ¢ jo @

0

Nota: En ocasiones la integral multiple valdra cero si se esta analizando fuera

de la region D.

4.5. Aplicaciones de la integral multiple

e Célculo de centros de masay momentos de inercia

En este apartado se va a determinar el centro de masa o centroide de una placa
delgada con densidad uniforme p. El centro de masa o centroide de una region
es el punto en el que la regién estara perfectamente equilibrada horizontalmente

si se suspende de ese punto.

Entonces, supongamos que la placa es la region limitada por las dos curvas f(x)
y 9(x) en el intervalo [a, b]. Entonces, queremos encontrar el centro de masa de

la region siguiente.

Figura 72

Aplicacion integral maltiple: area entre curvas

v

g(x)\—/
Nota: Autor (2024)

Donde el célculo de la masa de la regiébn se corresponde con la siguiente

expresion,
M = pA, siendo, p =densidady A = areadelaregiéon > M =p f:[f(x) -
g(x)]dx
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A continuacion, se determina los momentos de la region, los cuales se denotan

por M, y M,,, y miden la tendencia de la region a girar alrededor de los ejes x e y

respectivamente. Estos momentos estan dados por las siguientes expresiones,
b 1 b

Me=p [ WGP - [gePdx, My =p [ xlfG) - gGldx

a a

Luego, las coordenadas del centro de masa, (X,y) corresponde a,

,Df;x[f(x) —g()]dx 1 (P
T I - gldx A f x[f () — g ()] dx

=l
I
| S

M, Pl UF@P - gPdx 1 o1 2
y — — — = — —_ —_ d
YW= e sl A | 3P - lgGoPax

Ejemplo 4.36. Calcular el centro de masa para la region limitada por y =

2sen(2x),y = 0 en elintervalo [0,7/2].

Solucioén. A continuaciéon, se muestra la gréfica de la region con el centro de

masa indicado con un punto.

Figura 73
Centro de masa de una placa

Yy
2.0 y=2sen(2x)
1.5F
1.0 ng)
0.5+
0 1
0 704 W2 X

Nota: Autor (2024)

A partir de la expresion para hallar el area de la region, se obtiene,

n
2cos(2x)]2 B

2
2

/2
A= J 2sen(2x)dx = —
0 0

Céalculo del momento en x,
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s T

2 2
M, = p.f 2sen’(2x)dx = pf (1 — cos(4x))dx
0 0

sen(4x)
Me=p (1 B T)

s
2 T

P35

0

Célculo del momento eny,

T

T il T
2 x sen(2x)|? 2
M, = pJ 2x sen(2x)dx = p|— # +J cos(2x) dx
0 0 0
T T
x sen(2x)|2 sen(2x)|? T
My=p\=T 1 | )" T2 | 7’2
0 0

Luego, las coordenadas del centro de masa corresponden a,

NE

, y=%=pp =%,osea,C(%,%)

f: =

n
My _P2
M 2p

T
4

N

Ejemplo 4.37. Calcular el centro de masa para la region limitada pory = x3, y =

Vx

Solucioén. Las funciones se cortan en el punto (1,1), tal como se muestra en la

gréfica, donde el punto indica el centro de masa.

Figura 74

Centro de masa de una placa

Nota: Autor (2024)

A partir de la expresion para hallar el area de la region, se obtiene,
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7'[/2 2 3 1 1 5
A: — %3 :—(— 2 —— 4) = —
. Vx — x>dx 3x 4x T 12

Célculo del momento en x,

11 1/1 1 \* 5p
M =pJ —(x—x6)dx=p—(—x2——x7> =—
x=P ]2 22" 77

Célculo del momento eny,

2

1 1 1 1
My = p [ x(vE—x)dx = [ (2 —xt)ax = p (532 - 22| =L
0 0 0

Luego, las coordenadas del centro de masa corresponden a,

M. 2 5p
g=y_5 _12 o Mc_78_3 C(EE)
M 5 25 M 5 7 7\25'7
12 12

En el apartado anterior se analizd el calculo del centroide de placas planas
mediante integrales simples, lo cual puede ser extendido al caso de funciones
multivariable donde un objeto plano idealizado que es lo suficientemente delgado
puede ser visto como una region plana bidimensional o lamina. Esta lamina se
llama homogénea si su composicion es uniforme en todas partes y no
homogénea de lo contrario. La densidad de una lamina homogénea se define
como su masa por unidad de area. Asi, la densidad p de una lamina homogénea

de masa My area A esta dada por p = M/A, donde M puede hallarse a partir de,

M= ffR p(x,y)dA.

Ejemplo 4.38. Una lamina triangular con vértices (0,0), (0,1) y (1,0) tiene funcion

de densidad p(x,y) = xy, se pide determinar su masa total.

Solucién. Respecto a la formula M = [[, p(x,y)dA, se tiene que la masa de la

lamina es,
1 —x+1 1 1 —-x+1
MzﬂxydAzf j XyddeZ.[ (—Xy2> dx
R 0 70 0 2 0
M_j1<13 2+1)d _(14 13+12>1_1 11 1
= . 2X X 2X X = 8X 3X 4‘X 0_8 3 4—24 unid. masa
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e Centro de gravedad de una placa o lamina delgada

Supongamos que una lamina con una funcién de densidad continua p(x,y) ocupa
una region R en un plano xy horizontal, al igual que en el caso unidimensional,
las ideas ya tratadas anteriormente pueden extenderse a masas distribuidas en
un espacio bidimensional, o sea, si se considera el plano xy como una lamina
ingravida que soporta una masa puntual m ubicada en un punto (x,y), entonces
la tendencia de la masa a producir una rotacion de la lamina alrededor de la linea
X = a es m(x — a), lamado momento de m respecto de x = a, y la tendencia de
la masa a producir rotacion alrededor de la recta y = c es m(y — ¢), llamado
momento de m respecto de y = ¢, 0 sea,
[momento de masa momento de masa

alrededor de ] =m(x—a), y [ alrededor de ] =m(x—rc)

larectax=a larectay =c

A partir de lo cual se obtiene,

lj(x —x)p(x,y)dA =0, lf(y —Pplx,y)dA =0

Como X y y son constantes, estas ecuaciones se pueden reescribirse como

sigue,

ﬂ xp(x,y)dA = fﬂp(x,y)dA, ﬂ yp(x,y)dA = iﬂp(x,y)dA

de donde se obtiene las siguientes férmulas para el centro de gravedad de una
placa:

M, [f, xp(x,y)dA B I, yo(x,y)dA

M
= e
M- ], p(x,y)dA YT M I, p(x,y)dA

X =

Ejemplo 4.39. Una placa delgada cubre una region triangular D del plano xy
delimitada por el ejex y las rectas x = 1 ey = 2x en el primer cuadrante. La
densidad de la placa en el punto (x,y) € D es p(x,y) = 6x + 6y + 6. Determinar
la masa, los primeros momentos y el centro de masa de la placa con respecto a

los ejes de coordenadas.
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Solucién. Se define la region de la placa como sigue, D = {(x,y) /0 <x <,0 <

y < 2x} y aplicando las férmulas del calculo del area, momento con respecto a x

y 'y, se obtiene,

2x

Alx) = f (6x+6y+6)dy = <6xy +—+ 6y> =21x% 4+ 12x
0

2

0

Para determinar los limites de integracién en x se incluyen todas las lineas
verticales que cortan a D comenzando con x = 0 y terminando con x = 1. Por lo

tanto,

M=!Jp(x,y)dA=L1L2X(6x+6y+6)dy

(8x3 + 6x2)|" _
— 1 = 14 unid. masa

1
M= j (24x% + 12x) dx =
0 0

Primer momento de la lamina con respecto al eje x y el eje y respectivamente,

1 2X
M, = ff yp(x,y)dA = f f (6xy + 6y? + 6y) dydx
o Jo
R

1
=11
0

2x

28x* N 12x3
4 3

fl (3xy? + 2y3 + 3y?)
M, =
0

1
1 dx = f (28x3 + 12x%)dx =
0

0

1 ,2x
M, = ff xp(x,y)dA = L L (6x% + 6xy + 6x) dydx
R

1 5 6Xy2
M, = f 6x°y + > + 6xy
0

=10

2x 1

24x* N 12x3
4 3

1
dx = f (24x3 + 12x%)dx =
0

0 0

Finalmente, las coordenadas del centro de gravedad o centro de masa son:

My JlrxeGoy)dd 10 JlrypGey)dA 11

_ 5 _ My
X=—=———="—==z, y=—= = —
M ffip&xyda 14 7 M [ pxyda 14

En otras palabras, la placa triangular se equilibra en el punto C(5/7,11/14).
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Ejemplo 4.40. Encuentre el centroide de la region semicircular en el plano xy

delimitado por el eje x y la curva y = Va? — x?2

Solucidn. Por simetria, X = 0 (semicirculo) ya que el eje y es obviamente una

linea de equilibrio.

1 2
o1 Ao A
Y AreadeRﬂyd ma? ﬂyd
R R
2 (™ r¢ 2 (T ra

7= — 2 _ ,2)1/2 _

y_naz_fo fo(a —x)Y dde—W’fo Jo(rsene)rdrde
- 2 117(1 3 e)ade—zajn ede—4a

y_T[az o 3r sen 0 —31_[ . sen —3‘“:

Luego, el punto de equilibrio es C(0,4a/3m)
e Centro de gravedad y centroide de un sélido

Para un solido tridimensional E, las formulas para momentos, centro de gravedad
y centroide son similares a las de las laminas. Si E es homogéneo, entonces su
densidad se define como su masa por unidad de volumen. Asi, si E es un sélido
homogéneo de masa M y volumen V, entonces su densidad p viene dada por
p =M/V. Si E no es homogéneo y esta en un sistema de coordenadas xyz,
entonces su densidad en un punto general (x,y,z) est4 especificada por una

funcion de densidad p(x,y,z) cuyo valor en un punto puede verse como un limite:

AM

Peoy.2) = fim 3w

donde AM y AV representan la masa y el volumen de un paralelepipedo

rectangular, centrado en (x, y, z), cuyas dimensiones tienden a cero.

De manera similar al caso de placas, se puede demostrar que la masa M de un

s6lido con una funcién de densidad continua p(x,y, z) estan dadas por,

Centro de gravedad (x,y,z) de un solido E ~ Centroide (%, y, z) de un solido E

Pz =g [ reevoar s =g[f xav
X—M vz = Expx,y,z X v Ex
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1

M XZ M_ff yp(xy,z)dV = ff ydVv

_ 1 1

Z= fff zp(x,y,2)dV —fff zdV
VJ)Jg

Se observa que en las tres férmulas para el centro de gravedad el denominador

<
Il

NI
Il

es la masa M del solido. El numerador en la formula para x se denota por My, y

se denomina primer momento del sélido con respecto al plano yz; el numerador
de la formula para y se denota por M,, y se denomina primer momento del sélido

con respecto al plano xz; y el numerador de la formula para z se denota por M,

se denomina primer momento del solido con respecto al plano xy.

Ejemplo 4.41. Encuentre la masay el centro de gravedad (o centro de masa) de
un sdlido cilindrico de altura h y radio a, suponiendo que la densidad en cada

punto es proporcional a la distancia entre el punto y la base del sélido.

Solucién. Dado que la densidad es proporcional a la distancia z desde la base,
la funcién de densidad tiene la forma p(x,y,z) = kz, donde k es una constante de
proporcionalidad positiva (desconocida), por lo que, la masa del solido esta dada

por,

a pVa2-x?2 ,h
= jﬂ p(x,y,2) dV=f f ] kzdz dydx
E —-aJ—Va?2-x2Jo

1 a pva?-x? a 1
M = —Khzf f dydx = Khzf Va2 — x2dx = =mkh%a?
2 —aJ—va?-x? -a 2

Luego, se procede a determinar el centro de gravedad (el valor de k se simplifica)

T ———

NI

1T|<h2a2

vaz=x2 .h
7 = dzdyd h3 dyd
Z mchzaz,f f — f z(xz) dz dydx = — zf_afm3 ydx
2h3 a X a
7= f 2+/a? —x%2dx = (azsen‘1 —+xya? — xz)
3mh?a? h2 2 a —a
2h3 2h
= __ 2 =
2= Snnzaz ) =3

Por tanto, el centro de gravedad (o el centro de masa) es €(0,0,2h/3)
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Ejemplo 4.42. Considere que la densidad de un objeto esta dada por xz, y el
objeto ocupa el tetraedro con esquinas (0,0,0), (0,1,0), (1,1,0) y (0,1,1).).

Encuentra la masa y el centro de masa del objeto.

Solucidn. De las ecuaciones respectivas se tiene que la integral de la densidad

sobre la region corresponde a,

1 1 y—x 1 (11
szff XZdV=f f f xzdzdydxz—f fx(y—x)zdydx
E 0 Jx Y0 2 0 Jx

d —1f1( 3x? + 3x* — x¥)dx = —
X—60x X X X x—120

1 (x(1—-x)3
J, ==

2 3

Luego se calculan los momentos como en el problema anterior, con lo cual se

obtiene,
1 01 fy—x 1 1 1
MXY:J jf xzzdzdydx=—f Jx(y—x)3dydx
0 Jx J0 3 0 Jx
1 (1x(1—x)* 1 ! . 1
Mxy_gfo de_ﬁ 0x(l—x)dx—%

1 1 py—x 11t
My, = f f f xyz dzdydx = —f f xy(y — x)* dydx
0 Jx Jo 2Jo Jx

1

M—1 +3(1+)3al—1
=Ty XxE3) X0 = 14

1 01 fry—x 1 1 ,1
My, = f f f x%z dzdydx = Ef f x2(y — x)3 dydx
0 Jx Y0 0 Jx

1/y2 43 x4 45 1 1 1
M — IR — ——|dx =- 2_33 4_35d -
yz ,[0<6 2+2 Z)x 6.];(36 x> +x x°)dx 260

Finalmente, las coordenadas del centro de masa son,

o 1. _1/3%0_1 1. _1/360 _2 __ 1. _1/360 1
TMOPTI/120 3 YT M T 1/144 5 BT

M My = 1/120 3

Por tanto, el centro de gravedad (o el centro de masa) es C(1/3,2/5,1/3)
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4.6. Cambio de variables en integrales multiples

De cursos previos en calculo integral, la regla de sustitucion se puede realizar lo

siguiente,

b d
f f(g(x)g' (x)dx = f f(u)du, donde u = g(x)

En esencia, esto consiste en tomar una integral en términos de x y cambiarla a
términos de u, lo cual puede ser extendido al caso de integrales dobles y triples,
siendo un caso cuando se convierten integrales dobles a coordenadas polares y
cuando se convierten integrales triples a coordenadas cilindricas o esféricas,

entre otros casos.

Si bien a menudo la razon para cambiar las variables es obtener una integral
mas simple con las nuevas variables, y cuando se convierte de coordenadas
cartesianas a polares, cilindricas o esféricas se pretende que este cambio
permita de manera facil determinar los nuevos limites en funcién de la region

dada, y con ello reducir la complejidad de resolver el problema.

Transformaciones planas. Una transformacion plana es una funciéon que
transforma una region en un plano en una regiéon R en otro plano mediante un
cambio de variables. Tanto como son subconjuntos de R?. En la Figura 75 se
muestra una region G en el plano uv transformada en una region R en el plano
xy por el cambio de variables x = g(u,v), y = h(u,v). Normalmente se
considera que cada una de estas funciones tiene primeras derivadas parciales

continuas, lo que significa que g,, g, hy, ¥ h,, existen y también son continuas.

Figura 75
La transformaciéon de una regién G en el plano uv en una regién R en el plano
Xy

y v

o (X, y) o(u,v)
i x=guv) |G
y = h(u,v)
0 X 0 u
Plano cartesiano xy Plano cartesiano uv

Nota: Autor (2024)
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Ejemplo 4.43. Determinar la nueva region que se obtiene al aplicar la

transformacion dada a la region R.

a. SiReslaelipse x? + y2/36 = 1y la transformacién es x = u/2, y = 3v
b. Si R es regién acotada por las rectas y=x+1, y=—-x+4,y =x/3 —

4/3 y latransformacibnes x = (u+v)/2,y = (u—v)/2

Solucién. a. Sea R la elipse x? + y?/36 =1,y x = u/2, y = 3v, sustituyendo,
se obtiene,

2 2 2
(E) + (B—U) =1-%4+2 — 1, finalmente, u? + v? = 4
2 6 4 36

Se concluye que la transformacion permitio el paso de elipse a una circunferencia
de radio 2.

b. Sea R la regién acotada por lasrectas y=x+1, y=—-x+4,y =x/3—4/3

y la transformaciéones x = (u+ v)/2,y = (u —v)/2

Al igual que en la primera parte este ejercicio, se introduce la transformacion en
la ecuacién, sin embargo, en este caso se necesita hacerlo tres veces, una para
cada ecuacion, y, con el fin de apreciar mejor el problema se dibuja la grafica de
la region, obteniéndose un triangulo, que, al aplicar la transformacion a cada

borde del triangulo, o sea, sea y = —x + 4, luego la transformacion da,

1 1
E(u—v)=—§(u+v)+4—>u—v=—u—v+8—>u=4

Para el caso de la transformacionde y = x + 1
1 1
E(u—v)=E(u+v)+1—>u—v=u+v+2—>v:—1

Finalmente, sea la transformacion ,y = x/3 — 4/3, se obtiene,

1( ) 1[1( )] 4 3 3 3 5 u
2u v—32u+v 3 u v=u+v v = +2

En resumen, la gréafica siguiente muestra la transformacion aplicada (rotacion del

triangulo)
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Figura 76

Area mediante transformacion de coordenadas

(4.4)

u=4

(4.-1)

Nota: Autor (2024)

Para cambiar variables en una integral doble se hace necesario conocer de la

matriz jacobiana de la transformacion, cuya definicion es la siguiente:
La matriz jacobiana de la transformacién x = g (u,v),y = h(u, v) esta dada por:

ox O0x
0xy) _fou av
d(u,v) [y dy
Ju dv
Para el caso de integral doble, el cambio de variables implica el uso de la

siguiente expresion

ff f(x, y)dA = ff (9w v), h(w, v)) ‘a( x|

Donde dA es el diferencial en términos de uy v.

Ejemplo 4.44. Evaluar ffR (x + y)dA donde R es laregion trapezoidal con vértices
dados por (0,0),(5,0),(5/2,5/2),(5/2,—5/2) usando la transformacion x =
2u+3v,y = 2u — 3v.

Solucion. A partir de la gréfica, las ecuaciones para cada uno de los lados,
permite establecer la region de trabajo, por lo que, aplicando la transformacion,

se obtiene,

y=x,enx=2u+3v,y=2u—3v,setiene: 2u—-3v=2u+3v, v=0
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y=—-x,enx=2u+3v,y=2u-—3v,setiene: 2u—3v=—CQu+3v), u=0

y=5—-x,enx =2u+3v,y =2u—3v,setiene: 2u —3v=—-Qu+3v)+5, u=
5/4

y=x—5enx=2u+3v,y=2u—3v,setiene:2u—3v=2u+3v—-5, v=5/6

La regién S es entonces un rectangulo cuyos lados estan dados por u = 0,v =
O,u=5/4,v=5/6 por lo tanto los rangos de uy vson, 0 <u<5/4,0<u<
5/6.

Cuyo matriz jacobiana corresponde a,

0(2u+3v) 09(2u+ 3v)

o(x,
ﬂ= ou ov =|2 3|=—6—6=—12
o(u,v) [0(2u—3v) 0(2u-—3v) 2 -3

du av

Luego, la integral es,

ff(x +vy)dA = fS/GfSM[(Zu +3v) + (2u— 3v)]|-12|dA = f5/6f5/448uﬂ
/ 0o Jx o Jx

j5/6 24u2|¥* 75 (%6 75 S8 135
dv =— dv=—v| =—
Ejemplo 4.45. Evaluar ffR xydA donde R es la region limitada por las rectas y =

2x,y = 2x— 2,y =X,y = x+ 1 usando la transformacion u =y —x,v =y — 2x.

Solucion. La gréfica de las ecuaciones de las rectas genera un poligono (ver
figura), por lo que, aplicando la transformacién, se obtiene, u=y—-x—->y=u+

X,asuvez,v=y—2x

O sea, v=u—x por tanto, x=u—v,y =2u—v,cuya matriz jacobiana

corresponde a,

dlu—v) 0Jd(2u-v)

0(x,y) ou av 1 -1
a(u,v)  [0Qu—-v) 9Qu-v) _|2 — |__1+2_1
Ju ov
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Figura 77

Area de regién por transformacion

yi y=2x-2 Vi
y=2x y=x+1
y=X -
/ u=1
0 X 0 rl
v=-2
Plano cartesiano xy Plano cartesiano uv

Nota: Autor (2024)

Estos nos permite definir los Kimites de integracion: u € [0,1],v € [-2,0], luego

se tiene,

g xydA = fol j_oz[(u—v)(Zu—v)] dvdu = Jol U_Oz(zuZ —uv = 2uv + v®)dv| du

0

1[ (0 1 3 v3
f U (2u? — 3uv + Vz)dvl du = f 2u’v——=uv? +—| du
o -2 0 2

3
1 8 4u3 8
f <4u2+6u+—)du= —+3u? 4+ -u
. 3 3 3

4.6.1.Cambio de variables para integrales triples

-2

1
=7
0

De manera similar al cambio de variables en integrales dobles, en las integrales
triples funciona exactamente de la misma manera. Las sustituciones de
coordenadas cilindricas y esféricas son casos especiales de este método, para
lo cual, si se considera una regiébn G del espacio uvw mediante una
transformacion C! uno a uno T(u,v,w) = (x,y,z) donde x = g(u,v,w),y=
h(u,v,w), z = k(u, v, w), entonces, cualquier funcion F(x, y, z) definida en D puede

considerarse como otra funcién H(u, v, w) que esta definida en G:
F(x,y,z) = F(g(w,v,w), h(w,v,w), k(w, v,w)) = H(u, v, w)

Para el cual la matriz jacobiana para tres variables corresponde a,
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Ox Ox Ox

ou ov ow

a(x,y,2) dy 9y dy
ey D =500~ |3 3w

dz 0z 62/
du Jdv oJow

Por lo tanto, el valor de una integral triple mediante cambio de variables se

obtiene de,

(x y,Z)

30, v, w dudvdw

ﬂ] F(x,y,z)dV = ff F(g(u,v,w), h(u,v,w), k(uvw))‘

Ejemplo 4.46. Evaluar la integral triple

1+y/2
J j j dxdydz
y/2

en el espacio usando la transformaciéon xyz: u = 2x —y)/2,v =y/2,w = z/3

Solucion. La regién G en el espacio xyz sobre el cual tenemos que realizar la
integracion puede ayudar a identificar la region D en el espacio uvw. Dado que
el espacio G esta acotado por los planos x = y/2,x = (y/2)+ 1,y =0,y =4,z =
0,yz=4, y empleando para las transformaciones u = 2x—-y)/2,v=(y/
2) yw = z/3, se puede hallar las superficies correspondientes para la region G
y los limites de integracion en el espacio uvw. Por conveniencia se debe

presentar esta informaciéon como se detalla a continuacion,

Tabla 2

Informacion sobre las ecuaciones para las regiones Dy G

Ecuaciones en xyz parala  Ecuaciones en uvw parala Limites para integracion

regiéon D region G en uvw
xX=y/2 u+v=v u=0
x=y/2 ut+v=1+v u=1
y=0 v=0 v=0
y=0 v=2 v=2
z=0 w=0 w=0
Z=3 w=3 w=1

Nota: Autor (2024)
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Figura 78

Volumen mediante transformacién de coordenadas

z
3T Plano posterior
x=%ory=2x

Plano frontal
x=%+10ry=2x-2

Nota: Autor (2024)
Lo cual se resume en los siguientes planos: x =u+ v,y = 2v,z = 3w

Aplicando el determinante a la matriz jacobiana, se obtiene:

dlu+v) d(u+v) d(u+v)
Jdu av ow 11 0
Ixy,2) | a@2v) a(2v) 0 [_lo 2 o — (D@DE) =6
d(u, v, w) du ov ow 0 0 3
d(3w) a(3w) a(3w)
Jdu av ow

Ademas, la funcion a integrar corresponde a: f(x,y.z) = x + § =u+v+w

Escribiendo todos los elementos en la expresion de la integral triple, se obtiene,

1+y/2
fff dxdydz-f f f(u+v+w)|6|dudvdw
y/2
1 2 1,9
ff( +uv+uw> dvdw=6f f (§+v+w)dvdw
0o Jo

s \2° 772

1
Ejemplo 4.47. Calcular el volumen de la region W del primer octante (x > 0,y >

0

=24

1
dw=6| 3+2w)dw =6
0

0 0

0,z > 0) limitada por los paraboloides z = x? + y2,z = 2x2 + 2y?,por los cilindros

xy = 1,xy = 4, y por los planos x = y,y = 5x

Solucién. El volumen viene dado por la expresion, V = [ff, dxdydz
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La integral sera mas simple en resolver si se considera el cambio u = xy,v =

y/x,w = z/(x? + y?), con este cambio, R se convierte en la regién definida por

los limites,
1<u<41<v<51<w<?2

La matriz Jacobiana de esta transformacion corresponde a,

oJu/v oJu/v oJu/v
du av ow
0xy,2) | ouw Nuw WNuw
9(u, v, w) ou ov ow
ow(u/v+uv) ow(u/v+uv) ow(u/v+uv)
du ow ow
1/v —u/v? 0
2\Ju/v 2\Ju/v
_ v u 0 _ u(l + Uz)
2vuv 2vuw 2v?
w(l+v?) uw(@?—-1) u(l+v?
v v2 v

Escribiendo todos los elementos en la expresion de la integral triple, se obtiene,

f‘*fSJZ(u(l +v2)>d dvd J4J5uw(1+v2)
_— wdavdu = —_—
171 1 2v? 1 J1 2v?

5

[5] (G a)avau= [ 5 (=54 0)] <
- — vdu=| =(——+v u
1 2); \Ww? 1 2 v 0

24 (*u 12 (w?\ 12 (v’ "_12(8 1)_18
5,275\ 2)"5\2)| T -

1
dvdu
0

0

4.7. Problemas propuestos

e Integrales dobles sobre regiones planas

1. Evaluar f03 foz xy(x + y) dydx. Sol. 24
2. Evaluar f_ll f_22(2x2 + y?) dydx. Sol. 16

3. Evaluar f01 fol_x(x2 + y?) dydx. Sol. 1/6
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4. Evaluar flz fxzxleTyzdydx. Sol.ln 2 tan™?! G)

5. Evaluar f ;" (x— DVT + e® dydx. Sol.2(5V5 — 2v2)

6. Evaluar [f, (12x — 18y)dA sobre la region R = [-1,4]x[2,3]. Sol. -135

7. Evaluar [f, (6yvx — 2y3 )dA sobre la region R = [1,4]x[0,3]. Sol. 9/2

8. Evaluar [f, (6y+vx — 2y* )dA sobre la regién R = [1,4]x[0,3]. Sol. 9/2

9. Evaluar [f,(e*/2y — (4x —1)/y*)dA sobre la region R = [-1,0]x[1,2].
Sol. 1.72

10.Evaluar  [f,(sen(2x) —1/(1+6y))dA  sobre la region R=
[7/4,m/2]x[0,1]. Sol. 0.25

11.Evaluar [f, yeY"~*dA sobre la regién R = [0,2]x[0,2v2]. Sol. 372.37

12.Evaluar [f, (x + y)dA sobre el triangulo de vértices (0,0), (1,0) y (0,1). Sol.
1/3

13.Evaluar [f, x* +y*dA sobre el triangulo de vértices (0,0), (2,0) y (1,1). Sol.
4/3

14.Evaluar  [f, sen0.5m(x +y)dA sobre el triangulo de vértices
0,0), (2,1 y (1,2). Sol. —8/(31?)

15.Evaluar  [f, xy/(1 +y*)¥?dA sobre el tridngulo de vértices
(0,0), (0,1) y (1,1). Sol. (V2 — 1) /4

e Integrales dobles sobre regiones generales

1. Evaluar [f,x+ 2y dA donde D es la region acotada y = 2x%y = 1+ x?,
Sol. 32/15

2. Evaluar [f,2x*y+9y®dA donde D es la regién acotada y = 2vx,y =
2x/3, Sol. 24057/5

3. Evaluar [f; 10x*y® — 6 dA donde D es la region acotada x = —2y?,x = y?,
Sol. -8296/13

4. Evaluar [f; x(y — 1)dA donde D es la region acotada por y = x* — 3,y =
1—x2%,S0l.0
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5. Evaluar ff, 5x* cos(y*) dA donde D es la region acotada por y =2,y =
x2/4, Sol. 0.60

6. Evaluar [f 42y*—12xdA sobre D ={(xy)/0 <x<4,(x—2)* 2y <6}
Sol. 11136
7. Evaluar [[ (x + 2y)"/2dA sobre la regién x — 2y < 1,x = y* + 1. Sol. 2/3

e Aplicaciones de los integrales dobles

8. Calcular el volumen del solido limitado por los planos coordenados y 2x +
y+z=6.Sol. 18

9. Calcular el volumen de la region acotada por z = 16 —x% — y? y por la
region R = [0,2]x[0,2]. Sol. 160/3

10. Determinar el volumen del sélido que yace debajo del paraboloide z =
x? + y? y encima por la region D en el plano xy acotada por las rectas y =
2x y la parabola y = 2x. Sol. 216/35

11.Determinar el volumen del tetraedro acotado por los planos x + 2y + z =
2 ylasrectas x = 2y,x = 0,z = 0. Sol. 1/3.

12. Determinar el volumen del prisma cuya base es el triangulo en el plano xy
acotado por el eje x y las rectas y = x y x = 1 y cuya parte superior esta
sobre el planoz=3—-x—y. Sol. 1

13. Calcular el volumen del solido limitado por z = 4 —x2 — y2 y el plano z =
2. Sol. 2w

e Integrales dobles impropias

1. Evaluar floo fel_x Xi—ydydx. Sol. 1

©(® o (x+2y) 1
2. Evaluar [ [ xe”**2¥)dydx. Sol.-

3. Evaluar [ [ -2 dxdy. Sol.,

1+x2

4. Evaluar fOS fooo%;dydx. Sol.%

e Integrales dobles en coordenadas polares

1. Evaluar [f,(x +y)dA donde D es la region acotada 0 <y < V9 —x%y 0 <
x < 3.S5o0l. 18

2. Evaluar [f 4xy — 7 dA donde D es la region en el primer cuadrante de la

porcién acotada por x% + y? = 2. Sol. 2 — 7m/2
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Evaluar [f; y*+3xdA donde D es la region en el primer cuadrante y
acotada por x2 +y2 =1 yx? +y2 =9. Sol. 26 — 57
Evaluar [f eX+¥* dA donde D es la region semicircular de y = V1 —x2 y

el eje x. Sol. ©/8

Evaluar [[) /1 + 4x2 + 4y? dA donde D es la regién semicircular de x* +
y? =16 Sol. n(65%2 — 1) /12
Integrales triples sobre regiones planas

Evaluar fol foz ff x%yz dzdydx. Sol.

Evaluar fol foz ff x%yz dzdydx. Sol.

wloo w]|ow

Evaluar foz fox fzz e*’yz dzdydx. Sol.g(e8 -1)
Evaluar f02 fOZ f;cy xy?z* dzdydx. Sol. %8

4 755

Evaluar [, [, [; 2, _ s dzdydx. Sol. - 722

xX+z

Evaluar f_ll foz J._, (x +y+ z) dydxdz. Sol. 0

Evaluar [, [ [

14 x4+ y + 2)73 dzdydx. Sol.%ln 2 — 136
2
Evaluar fol fOZ f03ycos(25) dxdydz. Sol. % sen (1)

Evaluar [ [, [7*¥2x +y — 1dzdydx. Sol. 11/24

10.Evaluar [ [ [1" e*7+% dzdydx. Sol.—3e?/4 + 2¢ — 3/4

11.Evaluar fon/z fosenef

%% 12 dzdrde. Sol. 1/20

2
12.Evaluar [ [ [**¥x dzdxdy. Sol. 11/84

13. Evaluar fon fon/z fol zsenx + z cos y dzdydx. Sol. 1t

1.

Integrales triples como volumen

Utilizar una integral triple para encontrar el volumen del solido dentro del
cilindro x? + z2 =9 y entre los planos z = 1y x + z = 5. Sol. 36m
Encontrar el volumen del sélido encerrado entre los paraboloides z =
5x% + 5y% yz = 6 — 7x% — y2. Sol. 3n/V2

Calcular el volumen del sélido encerrado por el cilindro x? + y2 = 4 y los

planos z = 0, z = 4. Sol. 16m
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Determinar el volumen del sélido limitado por el cilindro x? + y2 = 1y los
planos z = 0, z + x = 2. Sol. 21

Calcular el volumen comprendido entre las superficies z = 2 —x? —y? y
z =~ Sol. 9m/8

Determinar el volumen del sélido limitado por el paraboloide z = x? + y? y
la esfera x? + y2 + z% = 2. Sol. H(%ZJ)

Calcular el volumen del sdlido limitado por el paraboloide z = x? + y2 y el
cono 2 — z = ,/x2 + y2. Sol. 51/6

Integrales triples sobre una region acotada general

Evaluar fff, 5x — 3y dVdonde E es la region acotada porx =y =z =
0,x+y+2z=1Sol 1/12

Evaluar [[f, (1 —x) dV donde E, region del primer octante en el plano 3x +

2y+z=6So0l.3

10.Evaluar [ff, x +y + zdV sobre la regién x* + y* + z* < 1, primer octante.

Sol. 3rt/16

Integrales triples en coordenadas cilindricas y esféricas

Evaluar [Jf, (x? + y?)dV sobre la region R:y/x2 + y2 <z < 1. Sol. 1/10
Evaluar [ff, x*dV sobre laregion R:0 <z < 9 —x* —y?. Sol. 243mn/4
Evaluar [[f, (x? + y?)dV sobre la region R:/x2 + y2 <z < 1. Sol. m/10
Evaluar  [ff, /x*+yZdVsobre la region R:O0<x<30y<y<
V9 —x2,0 <z <3.Sol. 18

Evaluar [ff, (x* +y* +z*)dV sobre la regionR: ~Ja—x2-y2 <z<0.
Sol. 641t/5

Evaluar  [ff, z2\/x2+y2+22dV sobre la region R:0<z<
\/m,x >0,y = x. Sol. 8m/9

Evaluar [ff, zdV sobre la regiénR:x* +y? <z?x* +y*+2* <1,z > 0.
Sol. /8

Evaluar [ff, xdV sobre el octante positivo de la esferax* +y* +z* = a*.

Sol. ma*/16
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e Centroide y momento de inercia

1. Encontrar el volumen y las coordenadas del centroide del tetraedro
definido por x>0,y >0,z>0yx+y+z<1.Sol. V=1/6 x=y=z2=
1/4

2. Hallar la masa del cuerpo limitado por el paraboloide x?> +y? =2z y la
esferax? +y? +z2=3(z>0), p=x®+y?+2z>2 Sol. M = n(18V3 — 97/
6)/5

3. Hallar la masa del cuerpo limitado por las esferas x> +y? +z2 =4y la
esferax? +y? +z2 =9 (z > 0), p =/x2 +y2 +z2. Sol. M = 65n

4. Calcular las coordenadas del centroide del cuerpo limitado por las
superficies z=x*+y% x+y=1L,x=y=2z=0,(p = k). Sol.
€(2/5,2/5,7/30)

5. Calcular la masa y el centro de masa del sdélido S limitado por el
paraboloide z = 4x? + 4y?, z =1, (p = k). Sol. M = nk/8,C(0,0,2)

6. Calcular la masa del solido S limitado por las esferas x? + y? + z% = 4,

x? +y2+2z%2 =29, si la densidad voluminosa en cualquier punto es p =

Vx?+y?+z2.Sol. M = 651

Introduccién al Calculo Vectorial para Ingenieria pag. 191






cAPITULO (05

INTEGRACION

VECTORIAL







EDITORIAL GRUPO

Integracién vectorial

El estudio de estas herramientas matematicas proporciona una base sélida para
comprender y analizar fendmenos fisicos complejos en diversas areas del
conocimiento, es decir, gracias al estudio de las integrales de linea, gradiente,
divergencia y rotacional es posible comprender un amplio rango de aplicaciones
en mecanica de fluidos, termodinamica, fendmenos eléctricos, entre otros, con
lo cual se nos da la capacidad de integrar funciones multivariables y campos
vectoriales sobre curvas arbitrarias en un plano o en el espacio. Hay dos tipos
de integrales de linea: integrales de linea escalares e integrales de linea
vectoriales. Las integrales de linea escalares son integrales de una funcion
escalar sobre una curva en un plano o en el espacio, mientras que, las integrales
de lineas vectoriales son integrales de un campo vectorial sobre una curva en un

plano o en el espacio.

El objetivo general del presente capitulo es comprender y aplicar las integrales
de linea para calcular cantidades fisicas y matematicas importantes en el

contexto de campos escalares y vectoriales de funciones multivariables.
Prerrequisitos para abordar este tema
La base tedrica necesaria para el estudio de este capitulo es la siguiente:

e Conocimiento de las diferentes técnicas para encontrar la derivada e
integrales de funciones de variable real.

e Conocimiento de vectores, operaciones vectoriales (producto escalar,
producto vectorial).

e Comprension de matrices, determinantes, sistemas de ecuaciones
lineales, espacios vectoriales, etc.

e Familiaridad con el flujo de fluidos, ecuaciones de Navier-Stokes, teorema
de Bernoulli, entre otros principios o leyes.

e Habilidad para usar software como Matlab o Python para calcular
integrales de linea, graficar campos vectoriales y superficies.
Se recomienda buscar informacion para iniciar y orientar los repasos

antes de abordar cada tema.
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5.1. Introduccion

En cursos previos se analizé conceptos basicos sobre la integracién de funciones
de una variable evaluada con numeros reales, f(x),con lo cual, la integral
indefinida o antiderivada, denotada por: [ f(x)dx, corresponde al proceso de
encontrar una funcion que, al derivarla, nos de la funcion original. Por otro lado,
la integral de una funcion f(x) en el intervalo [a, b] se define como el limite de
una suma infinita de areas de rectangulos, donde el ancho de cada rectangulo

se aproxima a cero y la altura de cada rectangulo se aproxima al valor de la

funcién en un punto dentro del intervalo, se denota por: fff(x)dx

A continuacion, se amplia esta teméatica con funciones de una variable evaluadas

como vectores.

5.2. Integrales de funciones vectoriales

Sea R(u) = R ()i + R, (b)j + R3(t)k un vector que depende de una sola variable
escalar, t, donde se supone que R, (t), R, (t) y R;3(t) son continuas en un intervalo

especifico. Entonces,

JR(t)dt=iJ Rl(t)dt+jj Rz(t)dt+kj R, (t)dt

se denomina integral indefinida de R(t). Si existe un vector S(t) tal que, R(t) =

Z(s®)
Entonces, [ R (t)dt = [ < (S(t))dt) = S(t) + €

donde C es un vector constante arbitrario que es independiente de t. En ese

caso, la integral definida entre los limites t =ayt = b se escriben como sigue:

b b d b
J R(t)dt = J —(S@®)dt = [S©® +C] _ =S(b) ~S@

esta integral también puede definirse como el limite de una suma similar a una

integral elemental.
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Ejemplo 5.1. Sea el vector definido por R(t) = t%i + 2t3j — 5k, se pide

determinar,
a. [R(t)dt
b. [ R(tdt
Solucioén

a. [R®dt= [[t%i + 2t3j — 5k]dt =i [ t?dt +j [ 2t3dt + k [ —5dt

t3 t4

3 tt

=—i+—=j—5tk+C
31+2] +

donde C es el vector constante dado por C;i + C,j + C3k
b. Del apartado a, se tiene,

2 3 t* 3. t* 2
fl R(t)dt=§l+?]— 5tk+C= [§l+?] —Stkll
[(8/3)i + 8j — 10Kk] — [(1/3)i + (1/2)j — 5K]
= (7/3)i+ (15/2)j — 5k
Ejemplo 5.2. Evaluar la integral definida por fol (Oﬁ%) dt
Solucién

Evaluando la integral de cada componente, se tiene,

fl i dt = [4 arct. t]1—4( tan 1 tan 0) = 4 arct 1_4(11)_
. 1+t2 = arctan 0— arctan arctan = arctan = 4 =Tt

fl 2t dt = [In(1 + t2)] L (In(2) —In(1)) =In(2)
o 14+t2 0 B

4 2t
P 14+127 1+¢2

es decir, f01 (0 )dt =(0,mIn2) =0i+mj+In2k
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Ejemplo 5.3. La posicidon de una particula que se mueve en el plano xy esta dada

por a(t) = 4i + tj. Si la posicion y velocidad inicial de la particula es r(0) = 3i,
v(0) = ti+ 5j donde r esta en metros t en segundos. Se pide determinar
r(t) y v(b).

Solucién

A partir de, v(t) = v(0) + [ a(t)dt, se obtiene que la velocidad corresponde a,

t2
v(t) =ti+5j + | (4i + tj)dt = 5ti + (5 + ?>]

, : Y. 52\ 3 |
r(t)=31+f Sti + 5+? jldt = 3.|.7 i+ 5t_|_E j

Ejemplo 5.4. Cierta particula se mueve en el plano xy con una aceleracion

definida por la ecuacion esta dadr(t) sabiendo que su velocidad esta dada por:
v(t) =senti— cost j + t?K, y la posicién inicial de la particulaes r(0) =i +j+ k
Solucién

Empleando la definicion del vector velocidad, se tiene,

3
= —costi—sent j+ t;k + C, donde C se calcula a partir de la condicion inicial, o
sea, r(0) =i+j+k=—i+C, por tanto, C = 2i + j + Kk, finalmente se obtiene,

r(t) = (2 —cost)i+ (1—sent)j+(1 —g)k

5.2.1.Integrales de linea

Laintegral de linea es una generalizacion de la integral de Riemann que se utiliza
para calcular la suma de valores de una funcién sobre una curva parametrizada,
y su aplicaciéon va desde el calculo de la longitud de una curva, del trabajo
realizado por un campo vectorial, el flujo de un campo vectorial a través de una

superficie, entre otras aplicaciones.

Para ello, suponga que r(u) = x(u)i + y(u)j + z(u)k es el vector de posicion de
puntos P(x,y,z) y que r(u) define una curva C que une los puntos P; y P,, donde
u =1u; Y u=u,, respectivamente, donde C estd compuesta de un numero finito

de curvas para cada una de las cuales r(u) tiene una derivada continua, y que,
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A(x,y,z) = A;i+ A,j + A;k corresponde a una funcion vectorial de posicion

definida y continua a lo largo de C, entonces, la integral de la componente
tangencial de A a lo largo de C de P, a P, se define como un ejemplo de integral
de linea, es decir,

P2
f A-dr=fA-dr=fA1dx+A2dy+A3dZ
P C C

1

A continuacion, se presentan los casos mas simples de integrales de linea del

campo F.

a. SiF es un campo vectorial a lo largo de una curva C se define su integral
de linea como:
fF -dr = f Fidx + F,dy + F3dz

b. Para el caso de una curva parametrizada r(t), entonces se puede calcular
la integral de linea del campo F como sigue: fttlz F -vdt

c. Si el parametro es la longitud de arco, la integral de linea se determina

por: fOLF -Tds

Ejemplo 5.5. Suponga que F = —3x2i + 5xyj y sea C la curvay = 2x? en el plano

Xy, se pide determinar la integral de linea fCF -dr desde P;(0,0) a P,(1,2)
Solucién

Como la integracién se lleva a cabo en el plano xy(z = 0), se toma r = xi + yj,

entonces:
f F-dr= j (—3x2%i + 5xyj) - (dxi + dyj) = j (—3x2dx + 5xydy).
C C C

Primer método. Seax =t en y = 2x?, entonces, las ecuaciones paramétricas
de Csonx =t, y = 2t?, donde los puntos P;(0,0) y P,(1,2), permiten establecer

at=0yt=1, respectivamente, por tanto:

1 1
f F-dr= f [-3t2dt + 5t(2t%)d(2t?)] = (=3t2 +40tH)dt = [-t3 + 8t°]; =7
C t=0 t=0
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Segundo método. Se reemplaza directamente, y = 2x2, donde x va desde 0 a

1, luego,
1 1
f F-dr= f [-3x%dx + 5x(2x2)d(2x?)] = f (—3x% + 40x")dx = [-x3 + 8x°]} = 7
C 0 0

Ejemplo 5.6. Calcular el trabajo realizado por el campo de una fuerza F = 2xyi —
y2j sobre un objeto que se mueve sobre la curva y = x? en el plano xy, en 0 <

x<2,0<y<4
Solucién

A partir de la definicion del trabajo en un plano xy, de F = 2xyi — y?j, se obtiene,

sz F-drzf (2xyi—y2j)-(dxi+dyj)=f (2xy dx — y? dy)
C C C

4

vl g 64_ 40
3 3 3

2
Ademads,y = x%,W = J 2x3 dx — f
0 0

2 j—
37 djy [ J—
0 0

Ejemplo 5.7. Calcular el trabajo realizado por el campo vectorial F = —yi + xj
sobre lacurvar(t) =costi+sentjcon 0 <t <.
Solucion

dr

Se halla, =

d . . . .
= a(costl +sentj) = —senti+ costj

Ademads, x = cost, y = sent, entonces el valor de F sobre la curva corresponde
a

F = —sentj+ costk

yde, F - %: (—senti+ costj) - (—senti+ costj) =sen?t+ cos?t=1

Al integrar la expresion resultante, se obtiene,

w=f @~—%ﬁ=J dt =
0 dt 0

Ejemplo 5.8. Encuentre el trabajo realizado por F = (y —x®)i + (z — y?)j + (x —

z®)k sobre lacurvar(t) =ti+t’j+ t’kcon 0 < t < 1.
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Solucién

Seax =t,y =t2, z=t3 entonces el valor de F sobre la curva corresponde a:
F=E-t)i+ @ -t)j+ -tk = ({2 -tHj+ (t—tO)k

dr

y de la expresion, v = i i + 2tj + 3t2K, se obtiene,
F-v=[(—-tYj+ (t—tOK][i + 2tj + 3t?Kk] = 2t* — 2t> + 3t3 — 38
Al integrar la expresién resultante, se obtiene,

1

! ! 22 t6 3tr 0 29
F-vdt = 2t — 25 + 383 = 3t8)dt = [— - — 4+ — | =22
.[(-) v fo ( + ) 5 3 + 4 3 0 60

Ejemplo 5.9. Encuentre el trabajo realizado por F = xyi + yzj + zxk sobre la

cuvar(t) =ti+t’j+t3kcon 0 <x<2,0<y<40<z<8.
Solucion

Seax =t,y=t? z = t3 yde los intervalos que definen al espacio de andlisis, se

tiene,

En P,(0,0,0) se tiene, x(t;) =t; =0, y(t;) =t = 02, z(t;) = £ = 03, es decir,
tl = O

En P,(2,4,8) setiene, x(t,) =t, =2, y(t;) =t3 =22 =4, z(t,) =t5 =23 =8, es

decir, t, = 2.

Ademas, &= dit(ti +t?j+ 3k ) =i + 2tj + 3t%k, y de, F - r(t) = t3i + t°j + t*k

dt

dr
(F-r)a= (€3 +t5 + t*k ) - (i + 2tj + 3t2k) = 3 + 5t°

4 712 4 7
Luego, W =[; (& +5t)dt=[7+T] =% 27 _ see

5.2.2.Campos conservativos

Un campo vectorial A definido en un dominio abierto D del espacio euclideo R"
se llama conservativo si existe una funcion escalar ¢ de clase C! (es decir, con
derivadas parciales continuas de primer orden) en D tal que A(x) = Vdp(x) para

todo x en D; en otras palabras, un campo vectorial es conservativo si es el
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gradiente de una funcidn escalar. La funcion ¢ se llama funcién potencial del

campo vectorial A, para su andlisis, se aplica el teorema siguiente:

Teorema 1. Suponga que A = V¢ en cualquier parte de una region R del
espacio, donde R esta definida por a; < x<a,,b; <y<b,,c;<z<c; yenla

gue ¢(x,y,z) es de una sola variable y tiene derivadas continuas en R. Entonces:

I fpplz A - dr es independiente de la trayectoria C queune aP; y P, en R

ii. gﬁc A - dr = 0,alrededor de cualquier curva cerrada, C en R

Donde, A se denomina campo vectorial conservativo y ¢ es la funcidén potencial
de A.

Ejemplo 5.10. Determinar que A(x,y,z) = (2x + yz, 2y + xz,Xy) €S conservativo

determinando su funcién potencial.
Solucién
A=V = (b Py, $,) = (2x + yz, 2y + xz,xy), donde,

dx = 2x+yz, ¢y = 2y +xz, ¢, =Xy, en el sistema resultante se toma ¢, = xy

e integrando con respecto a la variable z, se obtiene,
[ad = [xy 0z, o0 sea, d(x,y,z) = xyz + m(x,y), luego derivando ¢ respecto a x,

by = yz + my(x,y) = 2x + yz, se tiene, my(x,y) = 2x, luego, integrando respecto

ax,

[my(x,y) = [2xdx+n(y) =x*+n(y), y de, ¢y z) =xyz+m(xy), se

obtiene, ¢(x,y,z) = xyz + x? + n(y), luego derivando ¢ respecto a y, se tiene,
¢y = xz + ny(y) = 2y + xz, se tiene, n,(y) = 2y, luego, integrando respecto ay,
Jny(y) = [2ydy = y* + kyde, d(xy,2) = xyz + x* + n(y), se obtiene,
¢(x,y,2z) = xyz + x2 + y? + k, por tanto, A es un campo vectorial conservativo.

Ejemplo 5.11. Determinar que A(x,y,z) = (e*cosy + yz,xz — e*seny, Xy + z) €S
conservativo determinando su funcion potencial ¢ y si A es un campo vectorial

irrotacional.
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Solucién

A=V = (cl)x, by, d)z) = (e*cosy + yz,xz — e*seny, xy + z), donde,

by =e*cosy +yz, ¢, = xz—e*seny, ¢, =xy+ z, en el sistema resultante se
toma ¢, = e* cosy + yz e integrando con respecto a la variable x, se obtiene,
[od = [(eXcosy + yz) 9%, 0 sea, ¢ = eXcosy + xyz + m(y, z),
calculando ¢y, ¢y = —e*seny + xz + my(y,z) = xz — e* seny, se tiene, my(y,z) =
0,integrando my, [ my(x,y) = [ 0dy + n(y) = k; + n(z),0sea, ¢ = e*cosy +

xyz + k; + n(z), derivando ¢ respecto a z, se tiene,b, = xz + n,(z) = xy + z, es

decir, n,(z) = z integrando n,(y) =z, [ n, = [ zdz = § tk;

2
Es decir, ¢(x,y,z) = e*cosy + xyz + Z; + k, haciendo, k; + k, = k. Para verificar

que A es un campo vectorial conservativo, se realiza lo siguiente,

ad) a X ZZ X
&zq),(:& e cosy+xyz+?+k = e*cosy +yz,

0P 0 72

a_yzq)y:a_y excosy+xyz+7+k = xz — e*seny,
L) o[ z*

E:q)zz 37\ € cosy+xyz+?+k =xy+z

Por tanto, A es un campo vectorial conservativo

Para determinar si A es irrotacional se parte de la definicion:

A, O0Ay 0A A, 0A oA .
rotA=VxA= (—Z——y,—x——z,—y——y") = 0, al reemplazar, se tiene,

VxA=(x—-—xy—y —e*seny+ e*seny) = (0,0,0) = 0, luego A es irrotacional

Ejemplo 5.12. Dado A = (3x* + 6y)i — 14yzj + 20xz°k, se pide hallar [ A - dr de

(0,0,0) a (1,1,1), alo largo de las trayectorias C siguientes:

a x=ty=tlyz=13
b. La linea recta que va de (0,0,0) a (1,0,0), luego va a (1,1,0) y finalmente
a(1,1,1).

c. Lalinea recta que une al punto (0,0,0) con (1,1,1).
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Solucién

f A-dr = f [(3x2 + 6y)i — 14yzj + 20xz?K] - (dxi + dyj + dzk)
C C

= f (3x2 + 6y)dx — 14yzdy + 20xz*dz
C

a)Six=ty=t?yz=1t53 los puntos (0,0,0) y (1,1,1) correspondenat=0yt =

1, respectivamente. Entonces:

1
f A-dr = [ (3t +6t9)dt — 14(2)(E)d(2) + 20(6)(3)2d(t)
C

t=0

1
= f 9t?dt — 28t°dt + 60t dt
t=0
1

= (9t% — 28t° + 60t%)dt = 3t3 — 4t7 + 6t°3 =5
t=0

Otro método
A lo largo de C con A = 9t%i — 14t%j + 20t7k, r=xi+yj+zk =ti+t?)j+t3k y
del vector posicién, dr = (i + 2tj + 3t?k)dt, se obtiene,

1
f A-dr = f (9t2%i — 14t%j + 20t7K) - (i + 2tj + 3t2k)dt
C t=0

1
= f (9t — 28t® + 60t°)dt = 5
0

b) A lo largo de la recta que va de (0,0,0) a (1,0,0),y =0,z=0,dy =0y dz = 0,
mientras que x varia de 0 a 1, luego, la integral sobre esta parte del recorrido

esta dada por:

1 1
f (3x% + 6(0))dx — 14(0)(0)(0) + 20x(0)%(0) = j 3x%dx = x33 = 1
x=0 x=0

También, a lo largo de la recta que va de (1,0,0) a (1,1,0),x=1,z=0,dx =0y
dz = 0, en tanto que y varia de 0 a 1, se obtiene que la integral para esta parte
de la trayectoria resulta:

1
f (3(1)% + 6y)0 — 14y(0)dy + 20(1)(0)20 = 0
y=0

Introduccion al Célculo Vectorial para Ingenieria pag. 204



EDITORIAL GRUPO

Sobre la linea recta que une (1,1,0) con (1,1,1),x=1,y=1,dx=0,dy =0, y z

varia de 0 a 1, de manera que la integral sobre esta parte de la trayectoria es:

202311 20

f (3(1)2 + 6(1))0 — 14(1)z(0) 4+ 20(1)z%dz = f 20z2dz = =—
z=0 z=0 3

En resumen, se obtiene lo siguiente:

fA dr=1404+20_23
carE e

c) La linea recta que une al punto (0,0,0) con (1,1,1) esta dada en forma
paramétrica por x =t,y = ty z = t. Entonces:

1
f A-dr = f (3t? + 6t)dt — 14(t) (H)dt + 20(t) (t)dt
C t=0

1 1 13
= (3t? + 6t — 14t + 20t3)dt = f (6t — 11t? + 20t3)dt = 3

t=0 t=0

Ejemplo 5.13. Calcule el trabajo total realizado cuando se mueve una particula
en el campo de fuerzas dado por F = zi + zj +xKk, a lo largo de la hélice C, dada

por x = cos t,y =sen tyz =t, donde, t =0 hastat = m/2.

Solucién

Trabajo = j

F-dr=f (zi + zj + xK) - (dxi + dyj + dzk)
C C

/2
= j (zdx + zdy + xdz) = f (td(cos t) + td(sen t) + cos tdt)
c 0

/2 /2
= .[ (—tsen t)dt + j (t+ 1)cos tdt
0 0
Por otro lado, al evaluar, fon/ 2(— tsen t)dt, (usando integral por parte) se obtiene,
/2
[tcos t]g/2 —f cos tdt = 0 — [sen t]’OT/2 =—1.
0

., 2 .
La evaluacion de, fon/ (t+ 1)co s tdt nos proporciona,
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/2

[(t+ 1)sen t])/? —f

T T
sen tdt = — + 1 + [cos t])/? = .
. 2 2

Con lo cual, el trabajo total es: (t/2) — 1.

Ejemplo 5.14. Suponga que F = —3x?i + 5xyj, se pide evaluar fc F - dr, donde
C es la curva en el plano xy,y = 2x2, de P(0,0) a Q(1,2)

Solucién

En virtud de que la integracion se lleva a cabo en el plano xy(z = 0), se puede
tomar r = xi + yj, por tanto,

f F-dr = f (—3x2i + 5xyj) - (dxi + dyj) = f (—3x2dx + 5xydy)
C C C

Primer método. Sea x =t en y = 2x?, luego las ecuaciones paramétricas de C
sonx =tyy = 2t2. Los puntos P(0,0) y Q(1,2) correspondenat=0yt= 1, por
tanto,

1
f F-dr = j [—3t2dt + 5t(2t?)d(2t?)]
C t=0

1
= (—3t? +40t")dt = [t + 8t°]§ = 7.
t=0

Segundo método. Al sustituir, y = 2x? directamente, donde x va de 0 a 1, se

obtiene:

1
j F-dr = j [—3x2dx + 5x(2x?)d(2x?)]
C x=0

1
= f (—3x? + 40xM)dx = [-x3 +8x°]} = 7
x=0

Ejemplo 5.15. dado el campo de fuerzas F = 2x —y + z)i+ (x + y — z2)j. Se
pide calcular el trabajo realizado cuando se mueve una particula alrededor de un

circulo C en el plano xy con centro en el origen y radio igual a 3.
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Solucién

En el plano z=0,F = 2x—y)i+ (x+y)j + (3x — 2y)k y dr = dxi + dyj, por lo

gue el trabajo realizado es,

f F-dr = f [2x —y)i+ (x+y)j+ (3x— 2y)K] - (dxi + dyj)
C C

= j (2x —y)dx + (x+y)dy
C

5.3. Integrales de superficie

Sea S una superficie (ver figura 79), un lado de S se toma arbitrariamente como
lado positivo (si S es una superficie cerrada, como una esfera, se toma
arbitrariamente como lado positivo). La normal unitaria n en cualquier punto del

lado positivo de S se llama normal unitaria positiva o dirigida hacia fuera.

Figura 79

Integral de superficie

Nota: Autor (2024)

Asociando con la diferencial de la superficie, dS, un vector dS de magnitud dS

cuya direccion es la de n, entonces, dS=ndS, y su integral [[.A-dS =
ffsA -ndS, es un ejemplo de una integral de superficie llamada flujo de A sobre
S. Otras integrales de superficie son las siguientes: [[. ¢dS, [[, ¢ndS, [[.A x dS,

donde ¢ es una funcion escalar. Estas integrales se definen en términos de

limites de sumas similar a lo visto en el curso de calculo integral elemental.
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En ocasiones se emplea la notacion 4;55 para indicar una integracion sobre la

superficie cerrada S. Cuando no haya confusion posible también puede usarse

la notacion 4.

Para calcular las integrales de superficie conviene expresarlas como integrales
dobles sobre el area proyectada de la superficie S en uno de los planos
coordenados. Esto es posible si cualquier linea normal al plano de coordenadas
seleccionado intersecta la superficie al menos en un punto, sin embargo, esto no
plantea ningun problema real ya que S normalmente puede dividirse en

superficies que satisfagan esta condicion.

Ejemplo 5.16. Hallar la integral de superficie [[F-ndS, con,F(x,y,z) = xyi +
yzj +zxk y

S es la superficie del paraboloide z = 4 — x? — y? que se encuentra encima del

cuadrado -1 <x <1,—-1 <y < 1,y tiene orientacion hacia arriba.

Solucién

La superficie S se puede representar mediante la forma vectorial,

r(x,y) = xi+yj+ (4 —x*—-y?)k —-1<x<1,-1<y< 1,de ello se deduce que

ry =1—2xK, ry=j—2yk, 0 sea ry Xry=2xi+2yj+Kkcon-1<x<1-1<

y<1

Y de, [f; F-ndS = [f, F-(ry xry)dA,se obtiene,
1 1
= f f (2x%z 4+ 2y%(4 — x% —y?) + x(4 — x% — y?))dxdy
y=—1 Jx=-1

_fl (4 PP 44)01 _[22+443 45]1_368
~ ) gy H16y" =gy —=dy" Jdy = 3y + 7y = V7| _{ T 45

Ejemplo 5.17. Hallar f[;A - ndS donde A = 18zi — 12j + 3yk y S es la region del

plano 2x + 3y + 6z = 12, que se localiza en el primer octante.
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Figura 80

Integral de superficie

Nota: Autor (2024)
Solucién

La superficie S y su proyeccion R sobre el plano xy se presentan en la figura.

dxdy
In-k|’

Por definicion, [f; A-ndS = [f, A-n Ademas, una vector perpendicular a la

superficie 2x + 3y + 6z = 12 esta dado por V(2x + 3y + 6z) = 2i + 3j + 6, luego,

un vector normal unitario n a cualquier punto de S, esta dado por,

_ _2i+3j+6k 2. 3. 6 . _(E- 3, 9). s
n—m—71+7]+7k,demaneraque,n k= 71+7]+7k k_7

por lo que,%zgdxdy Iuego,A-n:(18i—12j+3yk)-(§i+%j+§k)=

36z—36+18y  36—12x
- =

y considerando que, z = (12 — 2x — 3y)/6, de la ecuacion de

S, se tiene entonces:

-f-fSA'ndS:-USA.nﬁX_dl}(’l:fﬁ<w>ngdy:ffs(6_2X)dXdy

Para evaluar esta integral doble sobre S, se mantiene fija a x y se integra con

respecto a y desde y = 0, hasta y = (12 — 2x)/3; luego se integra con respecto
de x, de x =0 a x = 6. De esta manera, R queda cubierta por completo. La

integral se convierte en:

x=6 ,y=(12-2x)/3 X=6 4x2
f J (6 — 2x)dydx = J (24 —12x + —) dx = 24
x=0 Yy=0 xX=0 3

Introduccion al Célculo Vectorial para Ingenieria pag. 209



EDITORIAL GRUPO

Ejemplo 5.18 Hallar [f.A-ndSdonde A = zi + xj — 3y*zk y Ses la superficie

del plano x? + y? = 16, que se localiza en el primer octante limitado por los

planosz=0y z = 5.

Solucioén

En la figura se proyecta S sobre el plano xz y se llama R a dicha proyeccion.

Observe que en este caso no puede usarse la proyeccion de S sobre el plano xy.

Por tanto,

dxdz
ﬂ-A-ndS=ffA-n -
S R I - j

Figura 81

Integral de superficie

______
.- -~

.' Al
1S~ / z=5
] e s
'
: m’xdh2 )”ds
e
L o e T
] - maa
i1 .-""s| R S
1, N
¥ h S
" 4/0 )
\\

NG, z=0

Nota: Autor (2024)

Unanormal ax? + y? = 16 es V(x? + y2) = 2xi + 2yj. Entonces, como se aprecia

en la figura, la normal unitaria a S es

2xi+2yj __ Xi+yj

= Tzorray: | 4

ya que x% + y? = 16 sobre S

xi + yj 1
A-n =(zi+xj—3yzzk)-( 4y}>=Z(XZ+Xy)
. xity] _y
S

Entonces, la integral de superficie es igual a:

ﬂX”Xydd JS f ( = )dd js (47 + 8)dz = 90
xdz = ——— +x|)dxdz = VA 7=
R y z=0 Jx=0 ‘W16 — X2 z=0
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Ejemplo 5.19. Hallar [f; $ndS donde ¢ = %xyz y S es la superficie: x2 + y? = 16

Solucioén

Por definicion, [f; éndS = [f, dn 9 o go p = XY

—, ,n-j =2 se tiene,
[Injl 4

3 3 Z=5 /,x=4
ff —xz(xi + yj)dxdz = —f f (XZZi + x74/ 16 — xzj) dxdz
R 8 8 z=0 Jx=0

—3J5 (64 '+64 ')d = 100i + 100j
=38 _, g A+5)dz= i j

Ejemplo 5.20. Sea la funcionF =yi+ (x—2xz)j—xyk, se pide
hallar [{,(V x) ndS donde S es la superficie de la esfera x* + y* + z* = a* sobre

el plano xy

Figura 82
Integral de superficie

Nota: Autor (2024)

Solucién

i j Kk
Por definicion, Vx F = |~ 2 91 = xi+yj— 22K
or definicion, V. x F = |~ 5 5, | =xi+yi—2z

y X—2XZ —Xy
Una normal a la esfera de ecuacion, x? + y? + z2 = a? ser4,
V(x? + y? + z2) = 2xi + 2yj + 2zK, luego, la normal unitaria,

n,, de la figura 5.20 est& dada por
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2xi+2yj+2zk __ xityj+zk

n= = , puesto que, x? 2472 =22
V4x2+4y2+472 a P 4 Ty +

La proyeccion de S sobre el plano xy es la region R acotada por la circunferencia

x? +y? = a% y z = 0 (ver figura), entonces,

ffs (VX F) - ndS = ﬂR (VxF)-nllinllzll

B L xi+yj+ Zk) dxdy
—fL(x1+y] 2zK) ( 2 2/

fa f\/az—xz 3(X2 + y2) — 232

x=—a Jy=—VaZ—xZ ,/a% —x? — y2

Para evaluar la doble integral se transforma a coordenadas polares (p, ¢$) donde

dydx

x = pcos ¢,y = p sen ¢ y dydx, es sustituida por pdpdd. La doble integral se

convierte en:

a VaZ—x? 2 2 2 T 3 2
3(x% + —2a P 3p3 — 2pa
=j J &+ v dydx=4fj P_— 2P dpdd = k
o Jo

x=—a Jy=—VaZ—x2 ,/a? —x? —y? Va2 —p?

Ejemplo 5.21. SeaF = 4xzi — y*j + yzk, se pide [[ F - ndS, S es la superficie del

cubo acotadoporx=0,x=1,y=0y=1yz=0,z=1

Figura 83

Integral de superficie

/G F

Nota: Autor (2024)

Solucién

Cara DEFG:n =1i,x = 1. Entonces,
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1 1
ff F-ndS = f f (4zi — y?j + yzK) - idydz
DEFG o Jo

1,1 1 1
= j j (4zi — y?j + yzKk) - idydz = J J 4zdydz = 2
o Jo o Jo

Cara ABCO:n = —i,x = 0, por lo que

1 1
ff F-ndS= f f (—y?j + yzK) - (—i)dydz =0
ABCO 0o Jo

Cara ABEF:n = j,y = 1, es decir,

1 .1 1 .1
ﬂ F-ndS=f j (4XZi—]'+Zk)']'dXdZ=f f —dxdz = -1
ABEF o Jo o Jo

Cara OGDC:n = —j,y = 0, por lo que,

ffOGCCF.ndS :fo:fol (4xdi) - (—j)dxdz = 0

Cara BCDE:n = k,z = 1, por tanto,

1 .1 1 .1

1
ﬂ F-ndS=J f (4xx—y2j+yk)-kdxdy=f f ydxdy = =
BCDE o Jo o Jo 2

Cara AFGO:n = —k,z = 0. Entonces

Japco F-mdS = folo fol (—y?j) - (-k)dxdy = 0, finalmente se tiene como

resultado,

. . 1 3
ﬂF-ndS=U(4x21—y2]+yzk)-ndS=2+0+(—1)+O+§+0=E
s s

5.4. Integrales de volumen

En célculo vectorial, las integrales de volumen se emplean para determinar el
volumen de una region en el espacio tridimensional, asi como otras magnitudes
fisicas como la masa, la carga, el flujo de un campo vectorial, entre otras. Para
ello, si se considera una superficie cerrada en el espacio que encierra un

volumen V, estas integrales, se denotan como sigue:
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m IntegraCié vectorial
ﬂfv y Hf\]

En coordenadas cartesianas 3D, el elemento de volumen dV es dxdydz. La

funcidén escalar puede ser la divergencia de una funcién vectorial.

Ejemplo 5.22. Integrar la funciéon F = x%i + 2j sobre el prisma delimitado por 0 <

x<1,0<y<20<z<(l-x)

Solucioén

1 2 1-x
f j J (x%i + 2j )dzdydx
x=0 Yy=0 Yz=0

1 .2
= f f [x%zi + 2zj]3 *dydx
xX=0 Jy=0

_ f f [x2(1 — i + 2(1 — 0jldydx
x=0 Yy=0

Juy

1 2
= f f [(x2 —x3)i+ (2 — 2x%)jldydx = f [(2x% — 2x3)i + (4 — 4x)j]dx
x=0 Yy=0 X

=0

2 1 1 1
_ 23 L4 _ 2\: S .
—[(3)( 2x>1+(4x 2X )]]0 61+2]
Figura 84

Integral de volumen

Nota: Autor (2024)

Ejemplo 5.22. Integrar V- F sobre el cubo unitario 0 <x<1,0<y<1,0<z<

1 donde F es la funcion vectorial x%yi + (x — z)j + 2xz2k.
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Solucion

m_ (9., 0. 0 \(0F. OFy. 09F, \ _ 0F  9F  0F
Por definicion, V F_(6x1+6y +azk)(axl+ ay]+6zk)_6x ox = 0x
0(x2 0(x—z) 0(2xz?
= ( y)+ ( )+ ( ):ny+4xz

0x dy 0z

Por tanto, la integral correspondiente es,

1 1 1 1,1
f j (2xy + 4xz)dzdydx = f J [2xyz + 2xz%]} dydx
x=0 Jy=0 Jz=0 x=0 Jy=0

1 1 1 1 3 1 3
f f (2xy + 2x)dydx = f [xy? + 2xylidx = f 3xdx = [—xz] ==
xX=0 Jy=0 x=0 x=0 2 0 2

Ejemplo 5.23. Dada la funcion F = x?yi + y?j, evaluar [ff,(VxF)dV donde V es el

volumen bajoelplanoz =x+y+2(ysobrez=0)para—-1<x<1,-1<y< 1

Figura 85

Integral de volumen

Y

Nota: Autor (2024)

Solucion
i j K
- d d d _ 2k
= 1ox ay ozl ¥
x’y y2 0

1 1 X+y+2
ﬂ (VxF)dv = f J J (—x?Kk )dzdydx
\% x=-1Jy=-1Jz=0
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1 1
=f f [—zx k]X+Y+2dydx—k f [—x3 — x%y — 2x2]X+Y+2dydx
x=-1Jy=-1 x=-1Jy=-1

1 1 1
= kj [—x y — —x? y —2x y] dx = kf (—2x3 — 4x*)dx
X=—1 2 y__l x=-1

Ejemplo 5.24. Dada la funcidn F = (2x* — 32)i — 2xyj — 4xk, evaluar [ff, (V-
F)av'y [ff,(VxF)dV donde V es la regién limitada por los planos x = 0,y = 0,z =
Oy2x+2y+z=4.

Solucién

A partir de, [ff, (V-F)dv= fff( 1+—]+ k) ((2x? — 32)i — 2xyj —
4xk)dV

= .]-.fv (2x)dV = ff 2x(4 — 2x — 2y)dydx = .’-2 fZ_X(BX — 4x% — 4xy) dydx
0 Jo

2 2
= j (8xy — 4x%y — 2xy?) |y = dx = j (8x — 8x% + 2x3) dx
0 0

2

ORI | P L NP
Y 3 7973
i i k
. ) d d ]
A partir de, Vx F = p oy 7 | =1—2yk

2x2 -3z —2xy —4x

.U (VxF)dV = ﬂ (j — 2yk)dV = J .[2 X(]—Zyk)(z)|4 229 4o

2 AN ARTA N A
I(4y 2xy — y)]+4<2 +3 y)klyzodx

2
_ j [(4 — 4x + x2)j + 4(—x? + 2x — HK] dx
0
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, X\, x3 2
= [{4x — 2x +? j+4 —?+x —4x |k
y=0

(8 8+8)'+4< 8 va 8)k—8' 80
3)] 3 =317

5.5. El Teorema de la Divergencia o Teorema de Gauss

El Teorema de la Divergencia o Teorema de Gauss, es una herramienta muy Uutil
en calculo vectorial que relaciona el flujo de un campo vectorial a través de una
superficie cerrada con la divergencia del campo en el volumen delimitado por

dicha superficie.

De manera formal, el Teorema de la divergencia de Gauss parte del supuesto
gue si V es el volumen limitado por una superficie cerrada Sy A es una funcién

vectorial de posicion con derivadas continuas, entonces:

[ o rne- =

Donde n es la normal positiva (dirigida hacia fuera) a S.

Ejemplo 5.25. Sea A = (y?> +x,y + xz,x) ¥ S la esfera x? + y? + z? = 4. Usar el

Teorema de la Divergencia para encontrar [f. A - ndS donde n es el vector normal

aSen(x,y,2z2).
Solucion

Por el Teorema de la Divergencia, [f; A-ndS = [[f, V- AdV

Es decir, divF=V-A=1+14+0=2

De esta manera, se tiene, [[f, V-AdV =2 [[f, dV = 2n G) (2)3 = 6:—“

Ejemplo 5.26. Verificar el Teorema de la divergencia para A = (3xz, —2y?,yz)

sobre el cubo unitario 0 <x<1,0<y<1,0<z<1
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Figura 86

Teorema de la divergencia

0

Nota: Autor (2024)
Solucién

Puesto que el cubo tiene seis caras, se obtiene,

fA-ndS=JA-ndS+fA-ndS+fA-ndS+
S S S

1 2 S3

+fA-ndS+fA-ndS+fA-ndS
S S

4 5 Se
Donde, la superficie S, es la cara AC'0'B’ del cubo dado,
S, = OBA'C,S; = BA'0’C’,S, = OBA'C,Ss = 0’A'CB’,Ss = OAC'B.

No hace falta decir que la proyeccion de S, en el plano yz es el propio S,. Del
mismo modo, si proyectamos S; 0 S, en el plano zx, tenemos la proyeccion S,.

Ademas, la proyeccion de cualquiera de Ss;y Sq en el plano xy es Sg.

Entonces, en cada ocasion, cuando proyectamos cualquiera de las caras del
cubo dado en el plano de coordenadas paralelo a él, obtendremos un cuadrado

de lado unidad.
En la superficie S;, es decir, en la cara AC'O'B:x=1&n =i

Por tanto, ﬂsl A-ndS= ffsl(Bzi —2y%j+yzKk) -idS = ﬂsl(SZ) ds

= .l::O Z:0(32) dydz =3 <.[y1=0dy> (L:Oz dz) = %

En la superficie S,, es decir, en la cara OBA'C:x =0 &n = —i.
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Por tanto, ffsl A-ndS = ffsl(—Zyzj + yzK) - (=i)dS = 0

En la superficie S;, es decir, en la cara BA'O'C:y =1 &n =j.

Por tanto, ff33 A-ndS = ffs3(3xzi —2j+2zKk)-jdS = ffs3 —24dS

1 1
=—2f dxf dz=-2
x=0 z=0

En la superficie S,, es decir, en la cara OBA'C:y = 0 &n = —j.

Por tanto, ff54 A-ndS = ffs4(—3xzi) -(=j)dS=0

En la superficie Ss, es decir, en la cara OBA'C:z =1 &n = —k.

Por tanto, ffss A-ndS = ffss(Sxi — 2y?%j +yKk) - kdS = ffssde

[oef =
= X Z =T
x=0 y=0 2

En la superficie S¢, es decir, en la cara OAC'B:z=0&n = —k.

Por tanto, ffs6 A-ndS= ffsﬁ(—ZyZi) -kdS=0
Luego, [f; A-ndS=>+0-2+0+-+0=0

ir divF=V-A=2 O (o)1 230, v) =37 —
Es decir, divF =V A—ax(3xz)+ay( 2y)+az3(z y) =3z — 3y

Por tanto, el volumen V encerrado por la superficie S.

1 1 1
f divFdv = f f (3z — 3y) dxdydz
\'% x=0Jy=0Yz=0

fx :0 ( fy :0 Z:O(sz —3y) dzdy) dx = 3 Jy :0 K? - yZ>[=o dy
1 1
[ Gv)w=s|3-3)| -

Luego se concluye que se verifica el teorema de la divergencia, es decir,

fA-ndS =JdivAdV
S \%
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Ejemplo 5.27. Si V es el volumen encerrado por la superficie cerrada S,y A =

(x, 2y, 3z) se pide de pide demostrar que [[,4 - ndS = 6V
Solucion
A partir de, A = xi + 2yj + 3zk,y de divA = %(x) +aiy(2y) + %32 =6

Por el Teorema de la Divergencia de Gauss, se tiene,

ffA-ndSzfdivAdV=f6dV=6V
S S v

Ejemplo 5.27. Si OA = ai, OB = aj, OC = ak forman tres lados colindantes de un
cubo y S representa la superficie cerrada del cubo, y A = (x3 — yz, —2x%y, 2),

evaluar ffSA -ndS expresada como una integral de volumen.

Solucion
P _ 0,3 _ 0 5.2 0 Cau2 92 2
A partir, divA = P x> —yz) + 6y( 2x4y) + P (2)=3x*—-2x*=x

Por el Teorema de la Divergencia de Gauss, se tiene,

a a a
ffA-ndSzfdivAdef j (x%) dxdydz
N S x=0Yy=0Yz=0

a a a 1
= af f x? dxdy = a? f x? dxdy = = a°®
x=0YJy=0 y=0 3

Ejemplo 5.28. Sea A = (2xy, —yz,x?), evaluar [[;A - ndS donde S representa la

superficie cerrada del cubo limitado por los planos coordenados y los planos x =

a,y = a,z = a, mediante el Teorema de la Divergencia de Gauss.

Solucién
A partir, div A =Ly + 2 (~yD) +Z(x?) =2y —z
! X Y ay y 0z y

Por el Teorema de la Divergencia de Gauss, se tiene,

a a a
ffA-ndS=JdivAdV=f ] f (2y — z) dxdydz
S S x=0Jy=0Jz=0
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a a 72 a a a a2
= af f [(— — yz)l dxdy = j f <2ay - —) dxdy
x=0Jy=0 2 7z=0 x=0Jy=0 2

a 1 a a 1 1 1
2 2 3 3 3[x]2 4
= ay” —=a y] d.x:_[ (a __a)dx=_a [X] =0 —5a
L:OI: 2 y=0 x=0 2 2 = 2

5.6. El Teorema de Stokes

El Teorema de Stokes, también conocido como Teorema de Kelvin-Stokes
establece que la integral de linea de un campo vectorial sobre la frontera de una
superficie orientada es igual a la integral de superficie del rotacional de ese
campo sobre la superficie misma. Es decir, dada una superficie abierta S, y
limitada por una curva C cerrada que no se interseca a si misma (curva simple
cerrada), y considerando una funcion vectorial A con derivadas continuas,

entonces se cumple lo siguiente,

iA-drzffS(VxA)-ndS=ﬂ;(VxA)-dS

La direccion de C se llama positiva si un observador que caminara sobre la
frontera de S en esa direccion, y n es el vector normal unitario en cualquier punto
de S que se dibuja en el sentido en que un tornillo a la derecha se moveria al
girar en el sentido de la descripcion de C.

Ejemplo 5.28. Verifica el Teorema de Stokes para A = (2x —y, —yz?, —y?z)

donde S es la parte superior de la esfera x? + y? + z2 = 1y C es su frontera.
Solucién

A partir de, §. A - dr = [ A;dx + A,dy + Azdz = [(2x — y)dx — (yz*)dy — (y*z)dz

21 dx 21 21
f (2x—vy) T dt = f (2cost—sent) (—sent)dt = f (—2 costsent + sen?t) dt
0 0 0

/2

(sen?t)dt =0+ 4 <l> (E) =T

— 2 2T
= [cos* t]§ +4J. 2) 5

0
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Por otro lado, del rotacional de A, se tiene,

i j
S 9
A=l %y 9

2x—y —yz? —y?z

k
o]
— | =(—2yz+2y2)i+ (0-0)j+ (0 + Dk

N N

dxdy _
Luego,f VA:'n =f n-kds =ff (n-Kk)-———donde R es la proyeccion de S
s S R lIn - K|
1 1-x? 1 V1-x2
Es decir,f VA-nds =f f dxdy = 4f f dxdy
S x=—1Jy=—V1-x2 x=0/y=0

2/ \2

1 X 1 1 1\ /1t
=4f \/1—x2dx=4[— 1—x2+—sen1x] =4(—)(—)=n
x=0 2 2 0

Ejemplo 5.29. Verifica el Teorema de Stokes para A = (y,zx) donde S es la

parte de la esfera x? + y% + z? = 1 sobre el plano xy.

Solucién
A partir de, f A-dr = fAldx+A2dy+A3dz = f(y)dx— (z)dy — (x)dz
C

Donde C es la circunferencia x? + y2 = 1 en el plano xy, por tanto z = 0,dz = 0

2T dX
De aqui,% A-dr = J(y)dx = J (y)—dt
dx
Conx = cost,y = sent,ya = —sent, por tanto,

2T 2T
f A-dr = f (sent) (—sent)dt = —4f (sen?t)dt = —m
C 0 0

Por otro lado, del rotacional de A, se tiene,

i j Kk
Azl 2 2oy
0x dy 0z
y z X
. . grad ¢ L
Luego, grad ¢ = 2xi + 2yj + 2zk, n = IIgra—(N)IIdonde n es vector normal unitario
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2xi + 2yj + 2zk
n=
V1 —x2

fVA-ndSz—f(x+y+z)dS
S

= xi + yj + zK, o sea,

Usando coordenadas esféricas, se tiene,

x=psenBcosd,y =psenBsend,z=pcosB,p=1
x =senBcos¢d,y =senBsend,z = cos0,dS = cos6dbdo

m/2 (2T

fVA-ndSzf (sen B cos ¢ + senOsen ¢ + cos 0) sen 6 dod¢

S 8=0 J$=0
: : 29 u
2 2 sen

=O—f (sen B cos 0) dB[p]3™ = —an (sen B cos 0) dO =—2T[l 5 l = —m
0 0 0

5.7. El Teoremade Green

El Teorema de Green establece una relaciéon entre la integral de linea de un
campo vectorial sobre una curva cerrada C en el plano y una integral doble sobre
la regién S que encierra C, para ello, considere que S es una region cerrada en el
plano xy, limitada por una curva simple cerrada C, y que M y N son funciones

continuas y diferenciables en x y y en R, entonces,

%Md + Nd ff (GN alw)dd
X = ———)dx
f Y=l \Nox oy ) Y

Donde C se recorre en la direccion positiva (en sentido contrario al movimiento
de las manecillas del reloj), en general, siempre se considera que la integral ¢

esta descrita en el sentido positivo.

El Teorema de Green en el plano es un caso especial del Teorema de Stokes,
de manera similar, es de interés observar que el Teorema de la Divergencia de
Gauss es una generalizacion del teorema de Green en el plano, en el cual la
region (plano) Sy su frontera cerrada (curva) C son sustituidas por una regién (en
el espacio) V y su frontera (superficie) cerrada S, por lo cual, en ocasiones el
Teorema de la Divergencia de Gauss también recibe el nombre de Teorema de

Green en el espacio.
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5.7.1.Teoremas integrales relacionados al Teorema de Green

Para resolver problemas que involucran Teorema de Green, resulta util aplicar

las proposiciones siguientes.

Proposicién 6.4: Se cumplen las leyes que siguen:

i [0V + (V) - (V)] aV = [[(4VY) - dS

Esta ley se llama Primera identidad o Teorema de Green.

i.  [[f[oV*Y — YVEpl AV = [[($VY — V) - dS
Esta ley se denomina Segunda Identidad, o Teorema Asimétrico de Green.
i.  [ff,VxAdV=[[(nxA)-dS= [[,dSxA

Aqui se observa que el producto punto del Teorema de la Divergencia de Gauss

es reemplazado por el Producto Cruz.

iv.  §.¢pdr= [[.(nxVP)-dS = [[(dSxVd
Proposicidon 6.5: Ya sea que { represente una funcion vectorial o escalar, el
simbolo o denota un producto punto o un producto cruz, o una multiplicacién

ordinaria, es decir,

LMl Vo wdv = [l moyds = [f; dSey
i. gﬁcdrqu =ffs (n X V) o ydS =ffs (dSXV)oy

En muchas ocasiones resulta util el uso de o para definir un producto punto, un

producto cruz o una multiplicacion. El resultado es de utilidad para ampliar los

conceptos de gradiente, divergencia y rotacional a sistemas coordenados

distintos del rectangular.

Ejemplo 5.30. Emplear el Teorema de Green para calcularfcxzdx—

yx?dy donde C se muestra en la figura 87.
Solucion

De la figura 87 se observa que, al seguir en la direccion indicada, entonces,
nuestra mano izquierda estara sobre el area cerrada, por lo que este camino

tiene orientacion positiva y se puede emplear el Teorema de Green para evaluar
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la integral, es decir, M = yx?,N = —x?, y al usar el Teorema de Green en la

integral de linea se tiene entonces,
jyxzdx —x2dy = ﬂ (—2x —x?) - dS
C S

Y como S es s6lo un semicirculo, tiene sentido utilizar coordenadas polares para

este problema, donde los limites para S en coordenadas polares son

. 1 3
respectivamente, Py <0< En,o <r<5

Figura 87

Teorema de Green

Nota: Autor (2024)

Donde, después de convertir la funcion en coordenadas polares, se obtiene,

fyxzdx —x2dy = jf (—2x —x?) - dS

c s
31
s

=f nf r(—2r cos® — 2 cos? 0) drd®
=7 r=0

3n/2 (5 1
= f f —2r2cos® —=713(1 + cos 20) | drd6
0 r=0 2

=1/2

3m/2 1 5
= f [—2r3 cos 0 —=r*(1 + cos 29)] de
8 8 0

=T/2
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sm/2 (250 625
=f ———cos® ———(1+ cos20) |d6
0=m/2 3 8

250 625
= [——sene - —<

)]3“/2 500 625
3 8

——— T

1
0 + —sen 20 =
/2 3 8

2
Ejemplo 5.31. Empleando el Teorema de Green, hallar fc(6y—9x)dy—

(xy — x3)dx cuya trayectoria C se muestra en la figura.

Figura 88

Teorema de Green

(14) 4
AN
\\ (12)

(=]

Y
Y

(-1-1) (L-1)

Nota: Autor (2024)
Solucién

De la figura 88 se observa que, al seguir en la direccion indicada, entonces,
nuestra mano izquierda estara sobre el area cerrada, por lo que este camino
tiene orientacion positiva y se puede emplear el Teorema de Green para evaluar
la integral, es decir, M = x3 — xy,N = 6y — 9x, y al usar el Teorema de Green en

la integral de linea se tiene entonces,
f (6y — 9x)dy — (xy — x3)dx = ﬂ (x—9)-dS
C S

Donde S es la region encerrada por la curva. Ademas, se puede verificar que la
ecuacion de lalinea a lo largo de la parte superior de la region esta dada pory =
3 — x. Una vez que tenemos esta ecuacion, se obtiene los limites para la region,

los cuales correspondena, -1 <x<1,-1<y<3-x
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Evaluando la integral doble, se obtiene,

f (6y — 9x)dy — (xy — x3)dx = f (x—9)-dS
C s

1 3—X
= j J (x — 9) dxdy
x=—1Jy=-1

1

1
_ j [x — 9] 7*dx = f (x — 9)(4 — x)dx
x=—1

x=—1
1
f (—x? + 13x — 36)dx
x=-1

1 218
[——x +—x —36x] =——
x=-1 3

Ejemplo 5.32. Empleando el Teorema de Green, hallarf.x*y*dx + (x’y +

y?)dy cuya trayectoria C se muestra en la figura 89.

Figura 89
Teorema de Green

2t (4,2)

-8t (4,-8)

Nota: Autor (2024)
Solucion

De la figura 89 se observa que si seguimos por la trayectoria de la direccion
indicada entonces nuestra mano izquierda NO estara sobre el area cerrada y por
lo tanto este recorrido NO tiene orientacion positiva, por lo que es necesario
asignar una orientacion contraria a la dada mediante —C, con lo cual se tendra
que, M = x2%y% N =xy3 + y2, y al usar el Teorema de Green en la integral de

linea se tiene entonces,
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fxzyzdx + X3y +yH)dy = — f x?y2dx + (x3y + y?)dy
C —C

.[ x?y?dx + (x3y + y?)dy = ﬂ (3x%y — 2x%y) - dS
-C S
= [[;x?y dS siendo S la region encerrada

Luego se puede verificar que la ecuacion de la linea a lo largo de la parte superior
.z 2 1 s P
de la region esta dada por y = SXY la ecuacion de la linea a lo largo de la parte

inferior de la region estq dada por y = —2x. Una vez que se tienen estas

ecuaciones, los limites para la region dada corresponden a,

0<x<4-2x<y<

N[ =
e

Evaluando la integral doble, se obtiene,

4 X/2
H x%y dS =J f x2y dydx
S x=0Jy=-2x

Lo 1572 L/ 15
=j [—— dx =f (——x‘l’) dx
x=-1 8 1_2x x=-1 8

3 4‘
= ——x5] = —384
[ 8 x=0

Ejemplo 5.33. Usando el Teorema de Green, hallar [.(y* — 2y)dx — (6x —

4xy3)dy cuya trayectoria C se muestra en la figura 90.

Figura 90
Teorema de Green
vy
-."I -4 - |
3F A
1 -
1‘_' A
| ’_ 1 [ ] | 1 ._ x
-t 1 3 4 >

]

Nota: Autor (2024)
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Solucién

De la figura 90 se observa que, al seguir en la direccion indicada, entonces,
nuestra mano izquierda estara sobre el area cerrada, por lo que este camino
tiene orientacién positiva y se puede emplear el Teorema de Green para evaluar
la integral, es decir, M = y* — 2y, N = 4xy> — 6x, y al usar el Teorema de Green

en la integral de linea se tiene entonces,

fc(y4 — 2y)dx — (4xy3 — 6x)dy = fj;(4y3 —6—4xy>+2)-dS = —4ﬂ;d8

Siendo S la region encerrada y puesto que, [[(VxF)-ndS=S§,
luego, —4(6)(4) = —96

Ejemplo 5.34. Demuestre el teorema de Green en el plano, donde C es una curva
cerrada que tiene la propiedad de que cualquier linea recta paralela a los ejes

coordenados corta a C en dos puntos como maximo.
Solucién

Sean las ecuaciones de las curvas AEB y AFB (ver Figura) y = Y;(X) Yy = Y,(X),

respectivamente. Si R es la regién acotada por C, tenemos lo siguiente:

- axay = S ay|ax = X,y
R ay x=a LYy=Y;(x) ay X=a
b

b a
- f [M(x, Y,) — M(x, Y,)]dx = — f M(x, Y,)dx — fb M(x, Y,)dx = — f Mdsx,
a a C

Y2 (%)
dx
y=Y1(x)

luego, [ Mdx = — [f, Z—D;dxdy (1)

Figura 91

Teorema de Green

=== ==

l

I
0 a
Nota: Autor (2024)t
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De manera similar, sean las ecuaciones de las curvas EAF y EBF:x = X:(y) ¥

x = X,(y), respectivamente, entonces,
X2 5N
f f —dxdy = f [ f ) del dy
f
= | INGay) — NCt )y

e f aN
=f N(Xl,y)dy+f N(Xz,y)dy=dey=ﬂ —-dxdy (2)
f e C R 0X

Sumando (1) y (2), se obtiene entonces,

ON BM

fde+Ndy f &——y dxdy

Ejemplo 5.35 Comprobar el Teorema de Green en el plano, fc(xy+y2)dx+
x2dy donde C es la curva cerrada de la region limitada por y = x y y = x? (ver
Figura).

Solucioén

En la Figura se aprecia que y =x y y = x? y se intersecan en (0,0) y (1,1),
ademas, la direccion en que recorre C es positiva. A lo largo de y = x2, la integral

de linea es igual a:

19

f [(%)(x?) + x*]dx + (x?)(2x)dx —f (3x3 +xHdx = 20

Alo largo de y = x, de (1,1) a (0,0), la integral de linea es igual a:
0 0

f [(x)(x) + x?]dx + x2dx = f 3x%dx = —1

1

1

1
20

fL(??—I:—aa—l\;)dxdy=fL [%(XZ)_%(XY‘FYZ)]dXdy

= ffR (x — 2y)dxdy = j::o f;xz (x — 2y)dydx

luego, la integral de Imeaf Mdx+Ndy =——-1 =
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:f:l; (x—zy)dyldx=fo1 (xy —y?)

X 1 1

dxzf (x*—x3)dx = — —
. . 20
X

Con lo que se verifica el teorema.

Figura 92

Teorema de Green

(L, 1)

Nota: Autor (2024)

5.8. Problemas propuestos

e Integrales de funciones vectoriales
1. Sea el vector definido por R(t) = (3t? + 2t)i + (3t — 6)j + (6t3 + 5t% —
4)K, se pide determinar,
34 42Vi 4 (342 _ i1 (344 433
a. [R(t)dt.Sol. (3 +t )1+(2t 6t)]+(2t +:t 4t)k + C
181

b. J; R(9)dt.Sol. 10i —3j — =~k

2. Hallar la integral definida por [([(t, t2,t3) x (t3,t2, t)]dt)dt

sol. (5-5)i+(E-Y)j+(E-S)k+c

4 6 7 3 4 6

3. Evaluar la integral definida por fg(cos 2t,tant, e 2H)dt

sol. 2i+mm2j+ (5—2e?3)k
4 2 2

4. Encontrar los vectores de velocidad y posicion de una particula que tiene

la aceleracion, velocidad y posicion iniciales dadas.
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a. a(t) = (0)0’10)1 (u)p Vy; WZ) = (1F5)0)l (XOJ y01 ZO) = (0)0110)
Sol. v(t) = (1,5,10t), r(t) = (t, 5t + 5, 5t%)
b. a(t) = (sent, cost, 1), (uy, vy, w,) = (0,2,0), (X0, Y0, 20) = (0,0,0)

2
Sol. v(t) = (—cost+1,sent + 2,t),r(t) = (— sent +t,—cost + 2t + 1%)

5. La aceleracion de una particula esta dada por a(t) = 4ti + 6tj + k. Si la
posicién y velocidad inicial de la particula es r(0) =i, v(0)=i—j+k
donde r esta en metros t en segundos. Se pide determinar r(t) y v(t). Sol.
v(it) = 2t2+ i+ Bt2 — Dj + (t+ Dk

2 1
r(t) = <§t2 +t+ 1)i+ B -vj+ (Etz +t>k

e Integrales de lineay campos conservativos

1. Suponga que F =yi +xj y sea C la curvay = 2x? en el plano xy, se pide
determinar la integral de linea fCF -dr desde P;(0,0) a P,(2,8). Sol. 16.

2. Suponga que F=xi+yj+zk y sea C la elipse rotada r(t) =

4costi+4sentj+4costkenel 0 <t< 2m, se pide determinar la integral
de linea [ .F - dr. Sol. 0

3. Considere Fzm, que actia sobre el segmento dado por
(x2+y2+z2)2
P,(1,1,1),P,(8,4,2). Se pide determinar la integral de linea fCF -dr. Sol.

3v3/10

4. Determine si los siguientes campos vectoriales son conservadores en R?
y R3 respectivamente

a. F=e*cosyi+e ™ cosyj. Sol. Es conservativo

b. F=(2x—1z%i+ (x? + 22)j + (2y — 2xz)K. Sol. Es conservativo

5. Determine si los siguientes campos vectoriales son conservativos en la
region especificada, si es asi, determine la funcion potencial respectiva.

a. F=(y+zx+zx+y)enR3 Sol. Es conservativo, ¢(x,y,z) = xy + yz +

XZ

b. F= 0{;‘:;’% en R*. Sol. Es conservativo, ¢(x,y) = /x% + y? + z?
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Integrales de superficie

Encuentre el flujo de los siguientes campos vectoriales a través de la superficie

dada con la orientacién especificada. Puede utilizar una descripcion explicita o

parameétrica de la superficie.

1.

Sea el campo vectorial F = (x,y,z) a través de la superficie inclinada del
cono z? = x? +y? para 0 <z < 1; los vectores normales apuntan hacia
arriba. Sol. 0

Sea el campo vectorial F =r/||r||3a través de la esfera de radio a
centrada en el origen, donde r = (x,y,z); los vectores normales apuntan
hacia abajo. Sol. 41

Ir]| dS,donde S es el cilindrox?+y? =4,para0 <z < 8,donder =
S

(x,y,2). Sol. 8ﬂ[4\/ﬁ + ln(\/ﬁ + 4)]

02 ds,donde Ses el cilindro x? + 22 = a?, para—2 <y < 2.
(x2+22)2
Sol. 8ma
2 2
Considere el campo vectorial F = (x,y,z) y el cono z2 = = it ,para0 <z <

22
1. Encuentre el flujo de salida (lejos del eje z), para cualquier a > 0.
Interpretar el resultado. Sol. 0, el flujo es tangente a la superficie
Integrales de volumen

SiF = (2z,—x,y), evaluar [ff F dV,donde Ves la regién del espacio
limitada por 0 < x < 2,0 <y < 4,x% <z < 2.S0l.32i/15 + 3j + 5k

Evalte [ff,(2x +y)dV,donde Ves la region cerrada acotada por el
cilindro: z = 4 — x?,y los planos x = 0,y = 0,y = 2yz = 0. Sol. 80/3.

Dado F = (2x* — 3z)i — 2xyj — 4xk. EvalGe a) [[f, V- FdV yb) [ff,V x
FdV donde Ves la regidon cerrada limitada por los planosx =y =1z =
Oy2x+2y+z=4.Sol. a. 8/3 b)8(—k)/3

Dado ¢ =x2 +yz,yVel volumen limitado pory=0,x+y=1,-1<z<
1 hallar la integral [ff, V¢ dV. Sol. %{

Hallar la integral [ff,V x F dVpara el caso en que F = xzi + (x* + y%)j —
4yk yVes el cubo limitado por-1<x<1,-1<y<1,-1<z<1. Sol
—32i+ 8k
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Teorema de la Divergencia o Teorema de Gauss

Aplicar el Teorema de la Divergencia para calcular la integral fC F - dr (flujo de F

através de S).

1.

Si F = xy?i + yz j + zx* K, donde S es la superficie del sélido comprendido
entre los cilindros x? +y2 =1y x2+y?=4 yentrelosplanosz=1 y
z = 3. Sol. 271t

Si F=xy?’i+yzj+zx*k,donde S es la superficie del cilindrica
representada por r=cosui+senuj+vk=10<u<2m0<v<1,
dS = nds, n vector unitario. Sol. 2 Hallar [ F-ndS siendo F = 2xyi +
yz?2j+xzKkySes:

La superficie del paralelepipedo limitado por x =0,y =0,z =0,x = 2,y =
1,y =1,z = 3. Sol. 30

La superficie de la region limitada por x = 0,y = 0,y = 3,z = 0,x + 2y = 6.

351
Sol. —
2

Si F(xyz)=(y+2)i+Z+x)j+ x+yk, S es la superficie del cubo

limitado porx =0,y =0,z=0,x =1,y =1,z = 1. Calcular:

a.ffF-dS. b.ffodS. Sola.0, b.0
S S

Teorema de Stokes

Confirme que el teorema de Stokes se cumple para el campo vectorial F =
(z —y,%x,—x), donde S es el hemisferio x? + y2 +z?2 =4, paraz=0,y C
es el circulo x? + y? = 4 orientado en sentido antihorario. Sol. 8.

Hallar la integral de linea gﬁcF - dr evaluando la integral de superficie en el
teorema de Stokes con una eleccion adecuada de S. Suponga que C tiene
una orientacion en sentido antihorario.

F = (2y, —zx), C es el circulo x? + y? = 12 en el plano z = 0. Sol. —247

b. F=(x?-1z22%y,2xz), C es el limite del plano z=4 —x —y en el primer

octante. —128/3
F = (y%,—z2%,x), C es el circulo r = (3cost,4cost,5sent) para 0 <t <
2m. Sol. 151
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Evalle la integral de linea mediante el teorema de Stokes para determinar
el valor de la integral de superficie ffS(VxF) -n dS. Considere n puntos en
direccion ascendente

F=(2y,—zx—y—1z), S es la parte superior del domo de la esfera x* +
y2+z2=25enelplano 0 <x < 5. Sol. 0

F=(y,z—x—y), S es la parte del paraboloide z = 2 — x? — 2y? que se
encuentra dentro del cilindro x? + y? = 1. Sol. —2m

F=(y,1,z), S es la parte de la superficie z=2vx que se encuentra
dentro del cono z = /x% + y2. Sol. —4n

Teorema de Green

Utilizando el teorema de Green, evaluar las siguientes integrales de linea.
Considere que todas las curvas estan orientadas en sentido antihorario
(Un trazado es dutil).

95C(4X3 + seny?)dy — (4y3 + cos x?)dx. Sol. 96m

gﬁc(3y+ 1,4x? + 3)dr. donde C es la frontera del rectangulo de vértices
(0,0), (4,0), (4,2),(0,2). Sol. 104

93C xeYdx + xdy, donde Ces la frontera de la region limitada por las

_2a4
curvasy = x2,x = 2y el eje x. Sol. %
$.(2x + 7" )dy — (4y? + e )dx, donde C es la frontera del cuadrado con
vértices (0,0), (1,0),(1,1),(0,1). Sol. 6
La integral de linea de circulaciéon de F = (x? + y2,4x + y3), donde C es la

frontera de {(x,y):0 <y < senx,0 < x < m}. Sol. 8 — g
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Anexos
A.l. Lista de simbolos
Simbolo Significado Ejemplo
. : . ¢ d¢
do Diferencial total de la funcién ¢  |d(¢d) = —(d ) + —(d )+ -
. . . Lo
0x Derivada parcial de la variable x 6_dx <do
X
of | Derivada parcial de f en términos de |5¢ f(x + h,y) — f(x,y)
fx, 22 7= (xy) = lim ’ ’
ox X. ox h—0 h
o O Derivada parcial enésimadefen |52 g ,of
£, =— —=—(=
* 7 ooxn términos de x 0x%  0Ox (ax)
Derivada direccional de ¢ con
Vo - ay . ., DA(q)) =V -a,
respecto a la direccion a
d d 9]
Vo Gradiente de la funcién ¢ Vo = (I) ad)] ad)
. . ach ¢ 0%¢
Vip=A Lapl de laf 3 2p =
[0) [0) aplaciano de la funcion ¢ Ve = ax2 ay? + 572
V-f Divergencia del cam torial f af1+af2 ofs
. ivergencia del campo vectoria ox Ty Tz
i j Kk
. . a o0 0
Vxf Rotacional del campo vectorial f VX f =
ax ay 9z
fi £ £
Integral de linea de la funcion ¢ a lo )
f ¢ (r)dS largo de la curva C (bajo f d(r)dS = J S (r(O)r'(H)dt
C
parametrizacion r) ¢ ¢
Integral de contorno de la funcién ¢ b ,
$ v | otz [ pa@w @
c alo largo de la curva C y a
Integral de linea del campo vectorial b
J f(r).dr f f(r).dr = f f(r()r'(H)dt
C falolargo de la curva C C a
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Integral de area de una funcion
ﬂ pdA g ¢ ff c|>dA=ff d(x,y)dA
D D [0,1]x[0,1]

sobre el dominio D.

Integral de superficie de una funcion

ﬁD d(r)dS ¢ sobre un dominio D (bajo ffD d(r)dA = fab j;dq)(r(s, t)

parametrizacion r)

Integral de volumen de una funcién 4
([ oav M vt
v ¢ sobre el dominio V X2 +y2 +72<R? 3

A.2. Resumen de formulas empleadas en el texto
Distancia entre dos puntos en el espacio

e La distancia entre los puntos P;(x4,¥1,Z1) Y P2(X2,¥2,22) viene dada

por:

[P P| = \/(Xz —x1)? + (y2 —y1)? + (2, — 24)?
e Ecuacion de una esfera
La ecuacién de una esfera con centro (xq, Vo, Zo) Y radio r viene dada por:
(x—x0)*+ (y —yo)? + (z—12y)* =r?
e Operaciones con los vectores en el espacio
Si A,By C son vectores y c y d son escalares:

a. A+B=(A; +By)i+ (A, + B,)j+ (A; + By)k;

b. cA =cA;i+ cAyj+cAzk

c. AA\B=B-A; A-(B+C)=A-B+A-C; A-(cB)=(cA)-B=c(A"B)
d. A-B=A;B;+A,B, +A3B;

e cos 9 — A'B — A1B1+A2B2+A3B3
' ”A””B” JA2+A2+A2JB2+B2+B2
1 2 3 1 2 3
i j k
f. AxB= Al A2 A3 = (A2A3 - A3A2)i + (A3A1 - A1A3)i + (AIAZ -
B, B, B;
A,ADK
i § k| A, A, A,
g. A(BXC):A Bl B2 B3 = B1 Bz B3
Cl CZ C3 Cl C2 C3
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e Vector unitario

Un vector unitario es un vector cuya longitud es 1. El vector unitario A, en la

misma direccion que a esta dado por:

A— A _< Al A2 A3 )
COAl VAT AT A AT AT AT VAT AT AT

e Cosenos directores

Los cosenos directores nos dan la informacién de coémo se orienta el vector A,

presenta las siguientes relaciones basicas con respecto a los ejes coordenados:

cosa—i' cos B3 = Az, ;C0s 0 = s cos?a + cos?B+cos?0 =1
Al All’ IIAll’

e Rectasy planos en R3

a. Ecuacién de la recta:x =xo+ vit, v =y, + Vot, z =7y + vat, —2

1

b. Ecuacion vectorial del plano: n- (r —ry) = A(x — x) + B(y — yo) + C(z —
Zo) =0
c. Ecuaciones paramétricas del plano:

X = XO + V]_t, +uls
y =yo + Vat, +u,s
Z =172 + V3t, +U3S

d. Angulo entre planos:cos 8 = 2122l
InqlllInzl|
. . . _ _ |Ax¢+By+Czo+D|
e. Distancia de un punto a un plano: deqr = IproyaPQl = =5

IPQ x ul|
[lull

o Superficies 0 cudédricas comunes en el espacio

f. Distancia de un punto a una recta: dpg =

a. E|IpSOIde — + — + —=1
2 y2 Z2
b. Hiperboloide de una hOJa Tt 2" 1
2
c. Cono ellptlco = + Y _Z o

c2

d. Paraboloide ellptlco — + ——-z=0

2
e. Paraboloide hiperbélico: = — % — 7z =0
b2 a?
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Superficies cuadraticas: Ax? + Bx? + Cx? + Dxy + Exz + Fyz + Gx + Hy +
Iz+K=0

Conversion de coordenadas

Rectangulares — Cilindricas: x =rcos0; y=rsen0; z =1z

Cilindricas — Rectangulares: r? = x? + y%; tan0® = y/x; z =z
Rectangulares — Esféricas:x = psen¢cos0; y =psendsend; z= pcos0

Esféricas — Rectangulares: p? = x? + y? + z2; tan 0 = g;

¢ = cos"1< z )
VX2 +y? +2z2
Funciones vectoriales
Rango de una funcion: Rngf(t) = {z(t) = f(x(t), y(t)): (x(t),y(t)) €
Dom f(t) € R}
Limite de una funcién:limr(t) = {limf(t),limg(t), limh(t)}
t—a t—a t—a t—a
Derivada de una funcion:r'(t) = f'(t)i + g'(t)j + h'(Hk = (f'(t), g'(t),h' (1)
Integral de una funcién:fab r(t)dt = [ f(D)dti+ [g®)dtj+ [h(t)dtk =

b
R(t) i R(b) — R(a)

Velocidad y aceleracion: v(t) = r'(t), a(t) = v'® =r"(t)

a()-v() _ d3s

Componente tangencial aceleracion: at(t) = a(t) - T(t) = NGOl = 4

Componente normal aceleracion: ay(t) = a(t) - N(t) = /lla(t)[|? — a2 =
ds 2
k(3)

Longitud de una curva: Le = fab lr'(v)|| dt =

fab\/[fr(t)]z ¥ [gO]2 + [WO]2 dt
Ecuacion del plano tangente: z —z, = f;(Xo,y0) (X — Xo) + f;,(X0,y0) (y —

Yo)
T/(®

Vector normal unitario: N(t) = Tl

Vector binormal: B(t) = T(t) x N(t)

T' (1)
[[e' @]

Vector curvatura: K(t) =
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m. Radio de curvatura: k(t) =

IF'®xr"of _ _ ('O

! 3
Ir' (I3 ||(1+f'(t))2||i

Plano osculador: B(ty)[(x,y,z) — (X0, Vo, Zo)] = 0
Plano normal: T(ty)[(x,y,z) — (X0, Yo, Zo)] = 0

T o 5

Plano rectificante: N(tg)[(x,y,z) — (X0, Y0, Zo)] = 0

Funciones de varias variables

a. Derivadas parciales: f,(x,y) = %(x, y), f(xy) = g—;(x, y),

2 2
b. Derivadas parciales superiores: f,,(x,y) = %(x, y), fry(xy) = g—; x,y),

c. Regla de la cadena: ‘;((‘t‘)) ‘;‘; (dt) + g_; (%) n Z_lzl (%)

d. Derivada implicita: F,(x, y) -+ Fy(x, y) 0- %z —%
y

e. Gradiente: Vo = (—1+ j+— k)q) a—‘t’1+—]+(’)—i’k
f. Derivada direccional: D, (¢) = Vf(x,y) - A, = V- A,

i i T of of
g. Diferencial total: df = ™ dx + 3y dy + > dz

e Pruebade méximos y minimos mediante la segunda derivada:

2
Sea D = fy,(a,b)fyy(a,b) — (fiy(a,b))

a. SiD > 0y f,(a,b) > 0 entonces f(a, b) es un minimo local
b. SiD > 0y fy(a,b) < 0 entonces f(a, b) es un maximo local
c. SiD < 0y f,(a,b) > 0 entonces f(a, b) es un punto de silla

Multiplicadores Lagrange: f,(x,y) = Agi(x,y), fy(xy) =2g,(x,y), g(xy) =d
en general, Vf(x,y,z) = AVf(x,y,z) y g(x,y) = d

ov ov
24 %%

Divergencia: V-V = (i + 30 + k) - (Vai + Voj + Vsl = 521+ 22 4 27

Integrales iteradas: [f, f(x,y) dA = [}’ (J fxy)dy) dx = [7 ([ f(x,y)dx) dy

Area de una superficie paramétrica: [[,dA = [ |lr, x ry[ldS

Integrales dobles poIares:ffRf(x, y)dA = ff fggf f(r cos 0, rsen 0)r drd6

Integral triple rectangular: ff[; f(x,y,z) dV = f: fcd fab f(x,y, z)dxdydz
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l. Integral triple en coordenadas polares:

B rhy(0) ,uy(rcos®,rsen®)
ffff(x,y,z)def f rf(rcos0,rsen0,z) dz dr do
E

h;(0) Yu (rcos®,rsenb)

m. Integral triple en coordenadas esféricas:
Y (B (b
fff f(x,y,z)dV = f f f p?sen ¢ f(p sen @ cos B, p sen ¢ sen 6, p cos @)dp dO de
s Ja Ya
E

e Centros de masay momento de inercia en el plano

. _ M x[f(x)—g(x)]d

Ejex: x == "pff o = I X0 — gG0]dx

. My P AIFO12-[g(0]12)dx b

Ejey: y = s = (OO0 _ 1y 1012 — [g(x)12)dx

pf [f)-g)]dx
Inercia: My = p [ 2 ([(G)]2 — [gG012)dx, M, = p [Px[f() — g(0)dx

e Centro de gravedad y centroide en el espacio

Centro de gravedad (X,¥,z) de un solido E Centroide (%,y,Zz) de un solido E

v Myz =y ffpr(xy,Z)dV >‘<=%fffExdv

X =
7=t = [ yeeen ey r=g [y
Y—M xz =Y EYPX’Y'Z Y—V EY
e fasron aed e
Z= Y = Esz,y,z Z—V Ez
e Matriz Jacobiana
ox 0x 0x
a( ) Ju 0Ov Jdw V£,
XY, Z dy dy 0y
Jixy,2) d(u, v, w) du ov oJow ny
0z 0z az/ z
Ju 0Ov Jdw

e Integracion vectorial

a. Integrales de linea: f;lz A-dr= [ A-dr= [, Ajdx + A,dy + Azdz
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b. Integral de superficie: [f[; A-ndS = [, (VXF)-ndS= [, A-n

dxdy
[In-KIl

c. Integral de volumen: [ff, AdV = [[f, (VxF)dV

Teorema de la Divergencia:
ﬂ]V-AdV=ffF-ndS=#A-dS=JA-dr=fdivAdV

\% S S C \%
Teorema de Stokes: §.A-dr = [ (VxA)-ndS = [, (VxA)-dS

Teorema de Green: [.A-dr= [f; (VX A)dS=¢ Mdx+Ndy = [ (Z_l:_

%—l\;) dxdy

Introduccién al Calculo Vectorial para Ingenieria pag. 245












EDITORIAL GRUPO

Referencias:

Referencias Bibliograficas

Aranda, E., Pedregal, P. (2013). Problemas de calculo vectorial. Universidad de
Castilla - La Mancha. Espafa.

Beltran, A., Ugarte, F. (2007). Célculo vectorial y series de potencias. Pontificia
Universidad Catélica del Perd. Lima—Pera.

Briggs, W., Cochran, L., Gillett, B., & Schulz, E. (2011). Calculus: Early
transcendentals. Boston, MA.

Duarte, J., Favareto, M. (2016). Calculo Vetorial e Geometria Analitica.
Universidade Federal da Paraiba. Brasil.

Guichard, D. (2020). Single and Multivariable Calculus Early Transcendentals.
Creative Commons. United States.

Herman, E., Strang, G. (2018). Calculus Volume 3. Openstax. USA.
Lang, S. (2012). Calculus of Several Variables. Springer.

Larson, R. (2014). Calculus, 10th Edition. 10a. Edicién. Cengage Learning
Editores. New York.

Malakhaltsev, M. A., & Arteaga Bejarano, J. R. (2013). Calculo vectorial.
Cengage Learning Editores, S.A. de C.V. Mexico.

Marsden, J. E., & Tromba, A. (2012). Vector calculus. Macmillan. 2nd Edition.
Freeman and Company, New York.

Meza, M. (2011). Calculo Ill. Editorial Thales. Peru. Mora-Flores, W. (2012).
Célculo en varias variables. Instituto Tecnolégico de Costa Rica

Muentes, J. (2023). Un curso de calculo vectorial. Universidad Tecnoldgica de
Bolivar. Panamericana Formas e Impresos S.A. Colombia.

Musa, S. (2023). Multivariable and vector calculus. Mercury learning and
information. New Delhi.

Ruiz, C. P. (1995). Calculo vectorial. Prentice-Hall Hispanoamericana. Spiegel,
M. (2011). Andlisis vectorial. Mcgraw-Hill México.

Silva, A., Matos, M. (2015). Célculo de varias variaveis. Federal University of
Paraiba. Brasil.

Sloughter, D. (2023). The Calculus of Functions of Several Variables. California
State University. United States.

Stephens, R. (2013). Vector Algebra and Calculus. Lectures MT 2013. England.

Stewart, J. (2020). Calculo de varias variables. Trascendentes tempranas. 9a.
Edicién. Cengage Learning Editores, S.A. de C.V. Mexico.

Introduccion al Célculo Vectorial para Ingenieria pag. 249



EDITORIAL GRUPO

Referencias:

Thomas, G. B., Weir, M. D., & Hass, J. (2014). Calculo. Pearson Educacion.

Venero, A. (2012). Matematica lll. 2a. Edicién. Imprenta Top Job. Peru.

Zill, D., & Wright, W. (2011). Calculo de varias variables (Cuarta edicion).
McGraw-Hill. México.

Introduccion al Célculo Vectorial para Ingenieria pag. 250



EDITORIAL GRUPO

Al A

& RESUMEN

El presente libro es una herramienta esencial para estudiantes de ingenieria que se inician
en el estudio del Calculo Vectorial, con el objetivo de proporcionar una comprension soélida
de los conceptos fundamentales del calculo de varias variables y sus aplicaciones practicas
en ingenieria. Esta estructurado en cinco unidades que comienzan con los fundamentos del
calculo vectorial, como la representacién de puntos y vectores en el espacio, operaciones
vectoriales, ecuaciones de rectas y planos, y geometria tridimensional. Estos fundamentos
establecen una base para el estudio de temas mas avanzados. La segunda unidad explora
funciones vectoriales, abarcando el estudio de curvas en el espacio y campos vectoriales,
con aplicaciones en fisica, lo que ayuda a los estudiantes a modelar y analizar fendmenos
fisicos con herramientas matematicas. La tercera unidad se centra en el célculo diferencial,
cubriendo derivadas parciales, gradiente, divergencia y rotacional, ademas de la
optimizacion de funciones de varias variables con multiplicadores de Lagrange. Esta parte
es crucial para la resolucién de problemas de optimizacién en ingenieria. La cuarta unidad
aborda el célculo integral, incluyendo integrales multiples, cambio de variables y los
teoremas de Green, Stokes y Gauss, esenciales para calcular volimenes, areas y flujos en
problemas ingenieriles. La metodologia del libro se basa en un aprendizaje simplificado, con
explicaciones claras y concisas, y evita formalismos excesivos. Los numerosos ejemplos
practicos y ejercicios, tanto resueltos como propuestos, permiten a los estudiantes aplicar
conceptos tedricos a problemas reales, reforzando su aprendizaje. Dirigido a estudiantes de
ingenieria de la Universidad Técnica Estatal de Quevedo, especialmente a aquellos en el
curso de Célculo Vectorial, este libro es un recurso invaluable para profundizar en el campo
del calculo vectorial y sus aplicaciones en ingenieria.

Palabras Clave: Calculo vectorial, funciones vectoriales, derivadas parciales, integrales
multiples, matriz jacobiana, teoremas de Green, Stokes y Gauss.

Abstract

This book is an essential tool for engineering students who are new to the study of Vector Calculus, with the
objective of providing a solid understanding of the fundamental concepts of the calculus of several variables
and its practical applications in engineering. It is structured in five units that begin with the fundamentals of
vector calculus, such as the representation of points and vectors in space, vector operations, equations of
lines and planes, and three-dimensional geometry. These fundamentals establish a foundation for the study
of more advanced topics. The second unit explores vector functions, covering the study of curves in space
and vector fields, with applications in physics, which helps students model and analyze physical phenomena
with mathematical tools. The third unit focuses on differential calculus, covering partial derivatives, gradient,
divergence and rotational, as well as optimization of functions of several variables with Lagrange multipliers.
This part is crucial for solving optimization problems in engineering. The fourth unit deals with integral
calculus, including multiple integrals, change of variables and Green's, Stokes' and Gauss' theorems,
essential for calculating volumes, areas and flows in engineering problems. The methodology of the book is
based on simplified learning, with clear and concise explanations, and avoids excessive formalisms. The
numerous practical examples and exercises, both solved and proposed, allow students to apply theoretical
concepts to real problems, reinforcing their learning. Aimed at engineering students at the State Technical
University of Quevedo, especially those in the Vector Calculus course, this book is an invaluable resource
for further study in the field of vector calculus and its applications in engineering.

Keywords: Vector calculus, vector functions, partial derivatives, multiple integrals, Jacobian matrix, Green's,
Stokes and Gauss theorems.
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